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OSCILACIONESARMONICAS

5.1. Introduccién.

5.2. Movimiento armonico simple (MAS).

5.3. Cineméticay dinamicadel MAS.

5.4. Fuerzay energiaen e MAS.

5.5. Péndulo simple. MAS y movimiento circular uniforme.

5.6. Superposicion de dos MAS. Casos de igua direccion. Casos de
direcciones perpendiculares. Figuras de Lissgjous.

5.7. Oscilaciones amortiguadas.

5.8 .Oscilaciones forzadas y resonancia.

Nota: El contenido de estos apuntes pretende ser un resumen de la materia
desarrollada en e curso. Por ello, el alumno debe de completarlo con las
explicaciones y discusiones llevadas a cabo en clase y con la bibliografia
recomendada.

5.1. Introduccion.

Cuando la fuerza que actla en una particula o sistema es proporcional a desplazamiento
respecto aun punto de “equilibrio”, siguiendo laley de Hooke, (F = - k X) & movil se
dice que describe un movimiento armonico simple.
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Una particula oscila cuando se mueve periddicamente respecto de su posiciéon de
equilibrio. Periddico: es todo movimiento que se repite cadenciosamente cada mismo
intervalo de tiempo. Se puede demostrar que la gran mayoria de los sistemas que tiene
un punto de equilibrio estable admiten un tratamiento arménico para peguefias
oscilaciones en torno a dicho punto.




5.2 Movimiento armonico simple (M.A.S)).

Para que un movil de masa m describa un M.A.S, la fuerza ha de ser proporciona al
desplazamiento x y de sentido contrario aéste (F = - k X). Si aplicamos |la segunda ley

de Newton, (F =ma), junto con laley de Hooke (F = - k X), obtenemos que:
~ d?x

F=ma=-kX=m—r-=- mw? X
dt

jab ]

En esta sencilla ecuacion la aceleracion es proporciona a desplazamiento x:

d?x

2x ue da: ——+w?x=0
a dt?

k. _d*x_
a=-—x=——=-w
m dt?

Esta Ultima ecuacion diferencia constituye la ecuacién de movimiento de un sistema
que cumpla la ley de Hooke y con €ella se obtiene la solucion general a un movimiento
armonico smple:

x=Asen(wt +j )
donde A esla amplitud maxima gue puede recorrer e movil; w la frecuencia angular
(el nimero de “radianes’ que recorre en un segundo); wt+j lafasey|j lafaseinicial.

Una particula describe un Movimiento Armonico Simple (M.A.S.) cuando su posicion X
viene dada en funcién del tiempo t por dicha expresion.

Como los valores méximo y minimo de la funcion seno son +1y -1, e movimiento se
realiza en unaregion del e X comprendidaentre +Ay -A.
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Como la funcién seno para describir este movimiento es periddicay se repite cada 2p,
por tanto, el movimiento es periédico y se repite cuando € argumento de la funcién
Seno se incrementa en 2, es decir, cuando transcurre un periodo de tiempo T tal que

w(t+T)+ ] =wt+] + 2p. T—ZIO—1

w f
Periodo (T): Tiempo en € que se realiza una oscilacion completa.

Frecuencia (f): Numero de oscilaciones por unidad de tiempo.



5.3. Cinematica y dinamica en un MAS.

Dada la posicion de un movil, obtenemos la velocidad derivando respecto del tiempo y
luego, la aceleracion derivando la expresion de la velocidad.

Laposicion del movil que describe un M.A.S. en funcion del tiempo x = Asen(wt +j )
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Derivando con respecto al tiempo, obtenemos la velocidad de un mévil sometido a una

fuerza armonica v=Adwcos(at + ¢)

Derivando de nuevo respecto del tiempo, obtenemos la aceleracién del movil

a =—Aaf senf wt + @) = —afx
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Ques se expresa en forma de ecuacion diferencial @ , que es la ecuacion

diferencia deun MAS.

Es también comun relacionar lavelocidad v y la aceleracion a con la posicion X,

V=W, A% - x? a=-£x
m

54. Fuerzay energiaen e MAS.

La fuerza que ha de actuar sobre una particula de masa m para que oscile con un
M.A.S ha de ser proporcional al desplazamiento x y de sentido contrario a éste

(F=-kx).
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Esto indicagque s k es grande indica un muelle muy rigido, y por tanto unaf dtay un T
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Energiacinética
Partiendo de la relacidén de la energia cinética de un movil, y de la ecuacién de
velocidad del M.A.S. setiene que E :%kcos2 we+j)==k(a2- x)
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Energia potencial

Lafuerza que actla sobre una particula de masa m para que oscile con un M.A.S es
conservativa (por tratarse de una fuerza centra? y la energia potencia Ep

dE
F=-_£ Ep=lmm2x2
2

correspondiente se halla dx

Se toma como nivel cero de la energia potencial E, = 0 cuando & movil estaen x= 0.

Energia mecanica

Para obtener la energia mecanica o total puesta en juego en un movimiento armoénico
simple se suman las energias potencial y cinética respecto a la posicion.

E=E +E, Ll e lmwex=d k(AZ- x2)+1kx2 LA
2 2 2 2 2

En e movimiento armonico simple es un claro giemplo de la conservacion de la energia
Toda la energia esté4 dada por la férmula > k A%, que es la energia potencial maxima

gue alcanza € muelle por separarle una distancia A de su posicién de equilibrio, cuando
empieza e movimiento, éste va adquiriendo energia cinética a costa de su energia
potencial, y cuando € movil se encuertra en la posicion de equilibrio su energia
potencial esnula.

Si la particula tiene una energia total E, |a particula solamente se moveraentre -Ay +A,
siendo A laamplitud maximadel M.A.S.

Si representamos los valores de la energia total E a medida que se mueve la particula a
lolargo del ge X, laenergiacinética es la parte por debgjo de la linea de color rojoy la
potencial la que esta por encima.
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5.5 EI péndulo smple. M.A.S y movimiento
circular uniforme.

Hay sistemas que no estan estrictamente sometidos a una fuerza tipo Hooke, pero que si
pueden considerarse como tales, como p.e. € péndulo simple. El péndulo es un
gjemplo sencillo de MAS. Al colocar una masa m de un hilo colgado e inextensible (y de
longitud | ) y desplazar ligeramente € hilo se produce una oscilacion periddica. Para
estudiar la oscilacion se proyectan las fuerzas que se gjercen sobre la masa m.

S s conddera Unicamente €
desplazamiento tangente a la trayectoria
y aplicando la segunda ley de Newton:

2 2
Fr -md—:- mg senq =mf d'q
dt? dt?
'\.\\
d? ¥
b g seng +I dt(j =0 :
La otra componente de la gravedad se
contrarresta con latensiéon T.
g COS i

Esta ecuacion diferencial se resuelve con la aproximacion siguiente: suponiendo que la
longitud | es mucho mayor que e arco sy que e desplazamiento angular q es
pequefio, con lo que senq €q Y laecuacion diferencia queda:

2
gq+ (31:?:0 b W2=I_g b :Q:ZpJﬁ




Esta ecuacion es absolutamente andloga a la de un movimiento armonico simple, y por

tanto su solucion también sera * ~ A sen(wt + ) , donde Unicamente hay que sustituir

el vaor del w antiguo por el que tiene ahora para un péndulo.

Péndulo fisico, real 6 compuesto.

Péndulo fisico: Cualquier solido rigido cuando se cuelga de un punto que no sea su
c.d.m. y se le desplaza de su posicién de equilibrio, a soltarlo se comportard como un

péndulo fisico.

Si se aplicala segunda ley de Newton a movimiento de rotacién se tiene:

df
-MgDsenf =la =1I e
ys senf »f Pivot 7‘—(( P
_Mf :a:g:-wzf b 'ix‘.D (
| dt -3 cm \
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w » M gD

M.A.Sy movimiento circular uniforme.

Un M.A.S se puede interpretar como la proyeccién sobre € ge X, del extremo de un
vector rotatorio de longitud igual a la amplitud A, que gira con velocidad angular w
igual a la frecuencia angular del M.A.S, en e sentido contrario alas agujas del relgj.

Dicha proyeccion vale x = Asen(at + @)



r=dzenl ot
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El angulo w t+] que forma e vector rotatorio con € ge de las X se denomina fase del
movimiento. El &nguloj que formaen € instantet = 0, se denominafaseinicial.

5. 6 Superposicion dedos MAS.

La composicion de M.A.S. se basa en la relacion existente entre e M.AAS y €
movimiento circular uniforme y es importante para explicar la interferencia de dos
movimientos ondul atorios armanicos.

Caso deigual direcciony frecuencia.

Si componemos dos M.A.S. de la misma direccion y frecuencia, €l primero con

amplitud Ay, y faseinicial j 1 : % = “hsenlat + 1) v of segundo con amplitud Ay, y fase
inicial j ;%2 = hsen(@f ) o) reglltado es un M.A.S. de la misma direccion y
x=A sen{ i+ g

de la misma frecuencia

La amplitud y la fase inicial se pueden obtener sumando los vectores rotatorios que
representan a cada uno de los dos M.A.S. componentes (ver figura): A=At A,



El valor de la amplitud resultante A y de lafase j , se obtienen a partir del sistema de
dos ecuaciones con dos incognitas.

A .cosf = A; cosf 1+ Ay cosfo
A.senf =A;senf1+A,senfo

Si los dos M.A.S. estan en fase, la diferencia de fase es cero, la amplitud del M.A.S
resultante es la suma de las amplitudes de los dosM.A.S.

Si losdos M.A.S. estan en oposicion de fase, la diferencia de fase es 180, la amplitud
del M.A.S resultante es la diferencia de las amplitudes de los dos M.A..S.

Caso deigual direcciony distinta frecuencia

Si componemos dos MAS de la misma direccion pero de distinta frecuenciaangular y
con la misma faseinicial

X1 =A1.Een (Wl-t)
X2 = A . sen (wo-t)

El primer MAS es la proyeccion sobre € gje X de un vector de longitud A; que giracon
velocidad angular wi. El segundo MAS es la proyeccion sobre € gje X de un vector de
longitud A, que gira con velocidad angular w,. El movimiento resultante no es un MAS
sino un movimiento que se obtiene de la proyeccién sobre e ge X del vector suma
A=A+A

vectorial delos dos vectores:

El médulo de la amplitud resultante no
tiene un valor (longitud) constante

A= \jﬂf + A2+ 24,4 cosl aq — ay )2

su valor maximo es Aj+Ay y su valor
minimo es YA;-A)Y2 . Se dice entonces
que la amplitud es modulada y a la
fluctuacion de la amplitud se denomina
pulsacion.

Cuando las amplitudes son iguales (A1 = Az ), € MAS resultante:
X = X3+ X2= Ag-sen (wy-t) + Ag- sen (wot)
x= 2;'11&::-5%(&41 — iy Jt sen%[a{ + i Jt

Esta ecuacion nos dice que € movimiento resultante tiene de frecuencia angular

- 1r.. _ .
(Witws) / 2y deamplitud 4 = 24 093 (e — 44)2



En la figura siguiente se muestra en color rojo la amplitud modulada A y en color azul
laamplitud resultante x dela composicion de los dos MAS.
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Casos de direcciones per pendiculares.

La composicion de dos M.A.S. de direcciones perpendiculares se obtiere , de nuevo, a
través de larelacion existente el M.A.Sy e movimiento circular uniforme.

Sean dos M.A.S de direcciones perpendiculares, de amplitudes Ay y Ay, frecuencias
angulares wy y Wy, respectivamente, y con una diferencia de fase d entre ambos
movimientos dados por las ecuaciones

x=A sin(e 1) y = A sin(@, t +d)
El primer M.A.S. se representa proyectando el extremo del vector rotatorio Ax sobre el

gje X, e segmento marcado en color rojo. Al girar con velocidad angular wy, a cabo de

un cierto tiempo t, su posicion angular es wy t. El origen de angulos se encuentra en la
parte derecha de la circunferencia en e punto marcado por O.

x=A sen{a t)

Ax
Wyt
¥y = A, sen(w, t +0) v 0
Ay ¥
oot X
O X

10



El segundo M.A.S. se representa proyectando €l extremo del vector rotatorio Ay sobre
el geY, e segmento marcado en color azul. Al girar con velocidad angular wy, a cabo
de un cierto tiempo't, su posicion angular eswyt + d. El origen de angul os se encuentra
en la parte inferior de la circunferencia en € punto marcado por Oy d es la posicion
angular de partidaen € instantet = 0.

x=A sen(e, t)

¥y = A, sen({w, t +0) v|o

Ay ¥
\_/D X

Figuras de Lissgjous.

Se denominan figuras de Lissajous, las trayectorias del movimiento resultante de
componer dos M.A.S. de direcciones perpendiculares, que dependen de la relacion de
frecuencias angulares wy / wy y de la diferencia de fase d.

Sean dos MAS de direcciones perpendiculares y de la misma frecuencia angular w,
desfasados d y que tienen la misma amplitud A.

X=A-sen(w.t) y=A-sen(w-t+d)

La trayectoria como podemos comprobar es una elipse. La medida de la interseccion de
laelipse conlos ges X e Y nos permite medir € desfase d , entre dos sefidlesx eYy.

B
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Cuando x =0, entoncesw t=0,6p; Yo=A-send ; yo=A-sen(p +d)=-A-send

Si medimos en la parte positivadel geY, tendremos que send = yp/ A

N
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Diferencia de fase

frecuencia horizontal
frecuencia vertical

Figuras de Lissajous para diversas relacionas de frecuencia y fase

5.7 Oscilaciones amortiguadas.

La experiencia nos demuestra que la amplitud de un cuerpo vibrante tal como un
resorte 0 un péndulo, decrece gradualmente hasta que se detiene debido al
amortiguamiento, ya que ademas de la fuerza elastica F = - k x (que tiende a restaurar
al cuerpo a su posicion de equilibrio), actlia otra fuerza de rozamiento proporciona ala
velocidad y de sentido contrario aéstaF,= - | v, dondel es una constante que depende
del sistema fisico considerado.

I ! >
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La ecuacion del movimiento se escribe ma =—kx= v

Si se tiene en cuenta que la aceleracién es la derivada segunda de la posicion x, y la
velocidad es la derivada primera de x, laecuacion del movimiento es:

1
E+2;:»£+&§;*:=EI a§=

X
2 =
dr dt ¥ *

3=
3|

donde wo? = k / m eslafrecuencia propia o natural del sistemaoscilantey g=I/(2m) es
la constante de amortiguamiento.

La solucion de la ecuacion diferencial es
x=Aexp(—s)sen{ ot + @ con  af = &,g -

v= % = —y Aexp(—yi)sen(@t + @ + Aexpl{—yi)arcos(@t + @)

Lo que nos da la caracteristicas esenciales de | as oscilaciones amortiguadas:
La amplitud de la oscilacién disminuye exponencialmente con € tiempo.
La energia del oscilador también disminuye, debido al trabajo de lafuerzaF, de
rozamiento viscoso opuesta a la velocidad.
En el espacio de las fases (v-x) el mévil describe una espiral que converge hacia
e origen.
S d amortiguamiento es grande, g puede ser mayor que Wp, Y W puede llegar a ser
cero (oscilaciones criticas) o imaginario (oscilaciones sobreamortiguadas). En ambos
casos, no hay oscilaciones y la particula se aproxima gradualmente a la posicion de
equilibrio. La energia que pierde la particula que experimenta una oscilacion
amortiguada es absorbida por € medio que la rodea.

Laposicidn inicial xp y lavelocidad inicial v determinan la amplitud A y la fase inicid
] . Parat=0, Xo= A - sen Vo=-Ag-sen + Aw -cog

En este sistema de dos ecuaciones se despegja Ay apartir delos datosde xo yVo
Oscilaciones amortiguadas (g < wo)

x=Ae™ sen{wri+ g con @t = Epﬁ — 4
dx s o
V= i —yde 7 zen(@i + &) + @de ™ cos(@i+ F)
i

Las condiciones iniciales determinan los valores de la amplitud inicial A y de la fase
inicia f . Ennuestrocasoson: t=0,x=0, y v= V.

13



W
= Yo, g senl[m' r.) v=—¥—"eMzen(@i) + v, cos( @)
i @

Esta ecuacion nos da la posicion del cuerpo en funcién del tiempo, cuya representacion
graficaes.

U/

Oscilacion critica (g = wo)

= . —pt
Lasolucion de la ecuacion diferencial es: x={d e+ Blr

Si lascondicionesinicialesson: t=0,x= 0, v= vq, setransformaen:

=y iogF?
x=v,ie

Oscilacién sobreamortiguada (g> wyg)
La solucion de la ecuacion diferencial es:
]

x=(ﬂ'g-ﬁ-:+3-g5’)-g'” con 4 = 4 —af

Y,

x= —DF)'E'H S 1)
y con las condiciones iniciales anteriores: #

14



5.8. Oscilacionesforzadasy resonancia.

S aplicamos al oscilador amortiguado una fuerza externa oscilante Fq -cos (ws t), donde
w; es la frecuencia angular de dicha fuerza. La ecuacion del movimiento de la particula
€s:

ma = —kx— A+ F cos(awit)
y la ecuacion del movimiento en forma de ecuacion diferencial es:

% +2- % +aix = L} n::os(uft) af = % v 2=

B |

La solucion de esta ecuacion diferencial
K es la suma de dos términos:

|—qcvm = / - € estado transitorio que depende

de las condiciones iniciales y
que desaparece a cabo de cierto
tiempo, tedricamente infinito.

e estado estacionario,
independiente de las condiciones
iniciadles, y que es e que
m permanece, después de
desaparecer €l estado transitorio.

Unasolucion particular de la ecuacion diferencial completa es de laforma
x = Asen( ayi + )
Losvaoresde Ay d se obtienen de la ecuacion diferencial lineal completa

2 2
4= Al v e §=mf—%

J(L’.:{?} - .'.1:{,2)2 +4 .'.1:{? ;?3 2 ey

Larespuesta en amplitud de la oscilacion forzada, en el estado estacionario, se puede
observar (a partir de la férmula o de la gréfica) que disminuye répidamente cuando la
frecuencia w; de la fuerza oscilante se hace mayor o menor gue la frecuencia propia
del oscilador wyp .

En e caso ided de que no existiese rozamiento, la amplitud de la oscilacion forzada se
haria muy grande, tenderia a infinito, cuando la frecuencia w; de la fuerza oscilante es
igual alafrecuencia propia del oscilador wo.
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En d caso habitual de que exista rozamiento (I > 0), la amplitud se hace maxima
cuando la frecuencia w; de la fuerza oscilante es préxima a la natural del oscilador wg .

La caracteristica esencial del estado estacionario, es que la velocidad de la particula
esta en fase d = 0 con la fuerza oscilante cuando la frecuencia de la fuerza oscilante ws
esigual alafrecuencia propia del oscilador wo

ax
v=— = Ay cos{ it + )
it

El valor medio de la energia por unidad de tiempo suministrada por |a fuerza oscilante
es € trabgjo medio realizado por dicha fuerza por unidad de tiempo (o potencia) es :

R = {Fycos(ant) v)
El valor medio de la energia por unidad de tiempo que disipa €l oscilador a causade su
interaccion con € medio que le rodea (0 potencia) es : i {"]v' v}
En € estado estacionario
X=  A.-sen(?pt+d)
V=A ?¢cos(?¢t+ d
Haciendo algunas operaciones, se obtiene la misma expresion para P y para P..

7 ;m; {
(L’.:J?- - f.?:g)g + 4 ;?'2 .'.1:3;

A=f=
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Energia por u. de t sumindstrada Energia poru. de t. disipada

pot la fuerza oscilante por la fuerza de rozatniento
_) Energia del oscilador é
forrado

En e estado estacionario, € valor medio de la energia por unidad de tiempo
suministrada por la fuerza oscilante, es igual al valor medio de la energia por unidad
de tiempo que disipa €l oscilador a causa de su interaccion con el medio que le rodea.
Manteniéndose |la energia del oscilador forzado constante en valor medio.

La expresién anterior la podemos escribir de una forma mas smple

2 1’.:)‘2 o
F= EJ; ;2 cot X=tg¢$=f—§
dimat| 1+ X 2 i

Cuando la frecuencia w; de la fuerza oscilante es igual a la frecuencia wp natural del
oscilador la fuerza oscilante Fq - cos (ws t) ylavelocidad v del oscilador estén en fase,
d=0, e valor medio de la energia por unidad de tiempo P suministrada por la fuerza
oscilante es maxima. Esta situacion recibe e nombre de resonancia

La representacion de la potencia P en funcion de X tiene la forma de la curva
acampanada de la figura. EIl maximo de la potencia P se obtiene para X = 0, o bien,
cuando la frecuencia ws de la fuerza oscilante es igua a la frecuencia wp natural del
oscilador. Vemos también que la funcidén es simétrica, tiene el mismo vaor para X
positivos y X negativos, y que P tiende rapidamente a cero a medida que X se hace
mayor 0 menor que cero, es decir, a medida que la frecuencia w; de la fuerza oscilante
se hace mayor o menor que la frecuencia o propia del oscilador.
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