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CAPITULO SIETE: GEOMETRIA ANALITICA

INTRODUCCION

La geometria analitica o llamada también “Geografia Matematica” es la ciencia que combina
el Algebra y la Geometria para describir figuras geométricas planas desde el punto de vista
algebraico y geométrico. Esto se podria resumir diciendo que dada grafica, se debe encontrar
una ecuacion que la describa matematicamente, o dando el modelo matematico, hacer la
figura que la muestre graficamente.

La Geometria Analitica fue desarrollada por el famoso Filosofo y Mateméatico Renato
Descartes (1.596 — 1.650) quien a partir del planteamiento del plano cartesiano; también de su
autoria, desarrolla toda la teoria geométrica, para darle nhombre matemético a las figuras
como la elipse, parabola y otras.

En este orden de ideas, el trabajo a desarrollar sera el andlisis de diversas figuras
geométricas como la recta, la circunferencia, la parabola, la elipse y la hipérbola, a las cuales
se les describird los pardmetros que las explican claramente. Se estudiardn las ecuaciones
canonicas, la general vy finalmente el andlisis de la ecuacion general de segundo grado.
Ademas se requiere el andlisis de la traslacién de ejes coordenados y algunas aplicaciones
de éste tipo de figuras.

En muchas areas de las Matematicas son necesarias el uso de las sumatorias y productorias,
tal es el caso de la Estadistica, para calcular el promedio aritmético y promedio geométrico.
En calculo integral, para el estudio de las integrales definidas se requiere el uso de las
sumatorias, en Algebra, la solucidbn de un expansion binomial requiere el uso de las
productorias; ademas, en diversas areas de la Ingenieria las sumatorias y productorias son
insumos para resolver diversos problemas. Lo anterior ha motivado el estudio de las
tematicas referentes a Sumatorias y Productorias.
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Leccion Treinta y ocho:  Analisis de la Recta

Generalidades: De las figuras geométricas la mas sencilla y més conocida es la recta, ya que los
pardmetros que la caracterizan son en general sencillo y de mucha utilidad. Desde tiempos antiguos
se sabe que la distancia més corta entre dos puntos es una recta, lo cual es evidente. De las métricas
de distancia la mas comun es la “Distancia Euclidiana”, aunque existen otras que son importantes.

En este leccién se analizara la recta desde el énfasis de la distancia euclidia entre dos puntos, sus
parametro, su gréfica. Pero ademas es pertinente hacer el andlisis de rectas perpendiculares, rectas
paralelas.

Se presentan las tematicas de manera sencilla pero con rigurosidad matemética, para que el
estudiante se sumerja en este interesante tema de la recta, sera de gran satisfaccion.

DISTANCIA EUCLIDIANA:

A través de la historia de las Matemaéticas, la distancia ha sido un
concepto de gran trascendencia  por su utilidad, desde la
antigiiedad se buscaron formas de determinarla. Fue EUCLIDES,
el gran matematico nacido en 300 afios A: C: en Alejandria (Egipto)
guien dio una solucion para determinar la distancia entre dos
puntos. A partir de conocido teorema de Pitagoras, establecio una
técnica para determinar la distancia entre dos puntos.

¥ a
FUENTE: euler.ciens.ucv.ve/matematicos/images/euclides.gif

Sean los puntos Pi(X1,Y1) Y P2(X2,y2).

d = distancia entre P1 y P,

AX =X, =X

Ay=y,-y

Por el teorema de Pitagoras:

d = \/(Xz B X1)2 i (yz . Y1)2

Para sefalar la distancia euclidia, generalmente se describe como: d(P1P,), lo cual se determina por
la formula anterior. Es pertinente aclarar que d(P,P2) = d(P,P,),

Ejemplo 229:

Sean los puntos (-2, 4) y (2, 5), determinar la distancia entre dichos puntos.
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Solucion:

Tomemos P;(-2, 4) y P»(2, 5), entonces por medio del teorema de Pitagoras:
d=42-(-2)2+(B-4)?2 =/16+1=417

Entonces la distancia entre los puntos dados es de /17

Ejemplo 230:
La distancia de los puntos (0, 15) y (15, 0) sera:
Solucién:

P1(0, 15) y P,(15, 0), entonces por medio del teorema de Pitagoras:
d =./@5-0)% + (0-15)% =+/225+225=4/450 0 2121

Ejemplo 231:

La distancia entre dos puntos es de +/25, uno de los puntos es P(17, 5) el otro punto Q(20, y). Cual
ser& el valor de la coordenada y en el punto Q.

Solucién:

A partir del teorema, debemos despajar la coordenada que es la incognita.

d=y0% = %)2+(y, - y,)? ==+/25=/(20-17)% +(y, -5)% == /25= 3% +(y, —5)

Eliminando raiz: 25=9+(y, —5)*

Despejando la incognita: 25-9=(y, —5)? == 16=(y, —=5)2 == /16 = +/(y, - 5)?
De nuevo eliminando la raiz: 4=(y, —5)

Entonces: y, =4 +5=9. Asilos puntos son: P(17, 5) y Q(20, 9).

Ejemplo 232:

El area de un triangulo rectangulo es 12 cm?, uno de los vértices del triangulo en el punto P(0, 0),
otro vértice es Q(x, 4). jCual es la coordenada x del punto Q y cual es al distancia PQ?

Solucion:
y Una gréafica nos ayudara a resolver el problema.
%, bxh
e Como A=——
A = Area del triangulo
b = Longitud de la base
P . h = Longitud de la altura
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La longitud de la base, es precisamente la coordenada x del triangulo; entonces:
bxh
==

Asi, x = 6. Ahora para hallar la distancia entre los puntos: P (0, 0) y Q (6, 4).

d= \/(6—0)2 +(4-0)2 =+/36+16 =452 Ladistancia PQ es de /52

LA RECTA:

En geometria un de los conceptos mas importantes es el de La Recta, dar una definicion de recta es
relativamente facil, todos conocemos una linea recta, la dibujamos, la construimos, pero busquemos
un acercamiento a una definicién sencilla pero muy técnica.

DEFINICION:

Una recta es una sucesion de puntos colineales; es decir, puntos ubicados
uno tras otro de tal manera que uno esconde al anterior cuando se observa la
fila de frente: El concepto de colineal, se puede explicar diciendo que cada
punto de linea recta no se sale de la linea.

Parametros de la Recta:

Toda recta tiene una serie de puntos P(X, y) que satisfacen una Ecuacion, unos parametros, una
ecuacion candnica y una general, ademas de una gréfica.

Los parametros de la recta son:

- La Pendiente : Se simboliza con la letra m, esta relacionado con la inclinacién que tiene la recta
respecto al eje x. Para determinar la pendiente de una recta se requiere solo de dos puntos. Como
una recta presenta desplazamiento respecto a los ejes x e y, la pendiente la determina la relacién de
éstos.

— Ay = Desplazamiento en el eje
_ Ay _y,—y, | fy=Des je

m

B A X X2 — Xl Ax = Desplazamiento en el eje x

Observando la gréfica, se puede determinar que las
coordenadas de los puntos son:

Pi(X1, Y1) Y Pa(X2, Y2)

Identificando dos puntos, se puede determinar la
pendiente de cualquier recta.

Segun el valor de la pendiente (m), la recta puede
tomar varios comportamientos:

281



Cuando m > 0: La recta presenta inclinacion hacia la derecha, (positiva) es decir, el angulo es
agudo (0 <8 < 11/2)

Cuando m < 0: La recta presenta inclinaciéon hacia la izquierda (negativa), es decir, el angulo es
obtuso. (/2<0 <)

Cuando m = 0: La recta es horizontal, luego el &ngulo es cero 6 = 0.

Cuando m = =, Se presenta una indeterminacion, la recta es vertical. 8 = 11/2

Ejemplo 233:

Dados los puntos P (-4, -1) y Q (5, 2) determinar la pendiente de la recta que pasa por dichos puntos.

Solucién:
Se define Py(X1, Y1) ¥ Pa(X2, ¥2). Por medio de la férmula de pendiente: m=u Reemplazando:
X =X
_2-(-) _3_1
5-(-4) 9 3

La pendiente es positiva, luego la recta debe tener inclinacion hacia la derecha; es decir, el angulo se
menor de T1/2.

Ejemplo 234:
Hallar la pendiente de la recta que pasa por los puntos (4, -2) y (-3, 2)

Solucién:

2-(2)_ 4 _ 4

-3-4 -7 7

Como la pendiente es negativa, la recta tiene inclinacién hacia la izquierda, es decir su angulo sera
mayor de 90°.

Se define P, (4, -2) y P, (-3, 2), entonces: m=

Ejemplo 235:
Cual seré la inclinacion de la recta que para por los puntos (2,5) y (2, -4)
Solucion:

-4-5_-9

Como en el caso anterior: P1(2, 5) y P,(2, -4), luego: m= 2.2 -0 Indeterminacién

Como la pendiente es indeterminada, la recta es vertical, asi su angulo es de 90°.

- El Intercepto : Se simboliza con la letra b, esta relacionado con el punto donde la recta corta al eje
y. En la ecuacién candnica éste corresponde al término independiente, en la ecuacion general, para
identificarlo, se debe despejar la variable y.

Ecuacioén de la Recta:

Como se dijo en la parte inicial de este tema, la recta tiene dos tipos de ecuacién, vamos a analizar
cada una.
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-Ecuacion Candnica : Llamada también ecuacion analitica, ya que por medio de ésta se puede inferir
el comportamiento de la recta.

y=mx+Db

La ecuacion muestra una pendiente m, un intercepto b y una serie de puntos (x, y) que satisfacen
dicha recta.

- Ecuacién General: Es una ecuacion de primer grado, de la forma:

ax+by+c=0

En esta ecuacién no se ve explicitos los parametros de la recta, para poderlos observar, se debe
despajar la variable y.

Ejemplo 236:

Dada la ecuacion y = 4x — 2. Identificar los pardmetros, obtener la ecuacién general y hacer la
gréfica.

Solucién:
Los pardmetros se pueden visualizar ya que se tiene la ecuacién candnica. Asi: Pendiente = 4 y el
intercepto = —2. La recta tiene inclinacién hacia la derecha, es decir, positiva y corta al eje vertical en

y=-2

La ecuacion general, se obtiene igualando a cero la ecuacion candnica.
y = 4x — 2, entonces: y-—4x + 2 =0, esta es la ecuacion general.

La gréfica, se puede hacer obteniendo dos puntos como minimo, lo que se hace dando cualquier valor
a x y buscando su correspondiente y, en la ecuacidon candnica.

X 1 -1
y 41)-2=2 4-1)-2= -6

r— 4x — =

-2 -1 / 1 2
-2

-2

Wt x

Ejemplo 237:

A partir de la ecuacion 4y + 16x +12 = 0, obtener la ecuacién canénica, identificar los parametros y
hacer la gréafica.
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Solucion:

Para hallar la ecuaciéon candnica se despeja la variable y en la ecuacion general:
-16x-12

4y +16x+12=0=>= 4y =-16x-12=5= y = 4

Separamos el denominador para cada término del numerador. y = TGX —1742 == y=-4x-3

Con esta ecuacion podemos identificar los parametros: Pendiente: - 4; Intercepto: -3
La gréfica, al igual que en el ejemplo anterior (244), se obtiene dando minimo dos valores a la variable
X, para obtener el valor de y.

X 1 -1
y 41)-3=1 4-1)-3= -7
y e
=2
2
y=—4x-3
1
) -1 1 2 =
-1
-2
-3

Como la pendiente es negativa, el angulo es mayor de 1/2.

Ecuacion Punto Pendiente: En diversas ocasiones se trabaja con la conocida ecuacion punto
pendiente, donde los pardmetros son la pendiente y un punto conocido de la recta. Este tipo de
ecuacion es de la forma: |y - y, = m(x - X1)| Para P(xy, Y1)

Ejemplo 238:

Una recta tiene como pendiente m = - 2 y para por el punto (3, 4). Hallar la ecuacion canonica y
general.

Solucién:

Reemplazando en la ecuacién: y—y, =m(X—X,) == y-4=-2(x-3)

A partir de esta podemos obtener la candnica.

y=-4=-2(x-3)=>=> y-4=-2Xx+6=>= y=-2x+10

La ecuacion canénica: Y = —2X +10. Entonces la pendiente es — 2 y el intercepto 10.
Para la ecuacion general, igualamos la canonica a cero:

y=-2X+10== 2x+ y—-10=0. Esta ultima es la ecuacion general.
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Ejemplo 239:

La recta L para por los puntos (4, 3) y (-2, - 4). Hallar la ecuacion analitica, la general y la de punto
pendiente.

Solucién:

., - . 7
La ecuacion canonica sera de la forma: y = s X+b

Para hallar b, reemplazamos uno de los puntos en la ecuacién anterior. Tomemos el punto (4, 3)
7 28 18-28 5

3=—4)+b=>=>3-—=b=>=b=- =——
6 6 6 3

] . - . 7 5
Asi la ecuacion canonica sera: y= E X —5

Para hallar la ecuacién general, igualamos a cero toda la expresion:
7x-10

7 5
y:Ex——:>:> y=

3 == 6y =7X-10=>=6y-7x+10=0

Para hallar la ecuacién punto pendiente: y—y, = m(X—1X;), conocemos la pendiente (7/6) y un punto
(4, 3) o (- 2, - 4), luego reemplazamos, tomado solo un punto, obtenemos la ecuacion:

Ecuacion punto — pendiente: y—3= %(x —-4)

RECTAS PARALELAS:

Del concepto basico sobre la recta, esta aquel que dice que dos rectas son paralelas cuando tiene el
mismo angulo, o cuando para todo x, la distancia entre ellas siempre es igual.

TEOREMA:
Dos rectas no — verticales son paralelas si, y spésts tienen la misma
pendiente, es decir, ;= mp para: y=mx+b; y b =mpx + by

Demostracion:

Sean L; y L, dos rectas con pendiente m; y m, respectivamente y con intercepto b; y b,. las rectas
tendran como ecuacion:

y1=mx+ by y y, =myx + b, Estas rectas cortardn en algun punto (x, y) si, y solo si, los valores de y
para lL;yL, sean iguales para algun x. Luego:

mXx+b, =mx+b, == (m -m,)x=b, -b,

La ultima ecuacién se puede resolver solo si m; # m,. Por consiguiente dos rectas se cortas si m; #
m,, pero por argumentos esto no se cumple, luego las rectas no se cortan, esto significa que son
paralelas.
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L1

L2
(0, b1)

(0, b2)

Ejemplo 240:
Dadas las rectas: L, :4x-2y+8=0 y L, :2x—y+6=0. Determinar si son paralelas.

Solucion:

Se observa que las ecuaciones estan en forma general, luego primero se debe llevarlas a la forma
canonica.

-4x-8 4x 8
- = 4+

L, :4x-2y+8=0=>= -2y =4xXx-8== y=
' ! Y YT T2

Asi: L 1y=2x+4

L, :2X-y+6=0=>=>-y=-2X-6=>=> y=2X+6

Asi: L,:y=2X+6

Como L; y L, tienen la misma pendiente, entonces son paralelas.
Ejemplo 241.

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P (4, 2) y es paralela a la recta que tiene como
ecuacion 8x + 2y — 12 = 0.

Solucioén:
Sea L, larecta desconocida y L, larecta conocida.

Como la pendiente de la recta L; y L, son iguales ya que son paralelas, luego hallando la pendiente de
L,, para conocer la pendiente de L;.

-8x+12
8X+2y-12=0== 2y =-8x+12=>=Yy :T =-4x+6

Entonces la ecuacion de L,: y = -4x + 6

La pendiente de L; esm = - 4.

Planteamos la ecuacidn candnica: y = mx + b, reemplazamos la pendiente: y = - 4x + b.

Para hallar el valor del intercepto (b), reemplazamos el punto que se conoce en la ecuacion canénica

y despajamos b. Recordemos que el punto es (4,2)
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2=-4(4)+ b, luego: b =18.
Por consiguiente la ecuacién de larectaL; es:y =-4x + 18
RECTAS PERPENDICULARES:

Cuando dos rectas se cortan en algun punto, estas NO son paralelas, pero si las rectas se cortan de
tal manera que el angulo entre ellas es de 11/2, se dice que las rectas son perpendiculares.

TEOREMA:
Dos rectas Ly L, cuyas pendientes son jmm, respectivamente, son
perpendiculares si, y solo si,xm, = -1

Demostracion:

Para demostrar este teorema vamos a utilizar el muy conocido teorema de Pitdgoras. Para los
triangulos rectangulos: h®> =x*+y® Se tomaran dos rectas que se corten en el origen de
coordenadas.

0=(0,0) Y3 =PuT ¥ o=mx
A= (X1, Y1)
B = (X2, y2) =R o
0 :ﬁ | f==} |
2 | |

Podemos expresar Ay B
de la siguiente manera:

A = (X1, M1X1)
B = (X2, M2X2)

Las rectas y; y Yy, son perpendiculares si, y solo si, el ahgulo 00 es recto; es decir, el triangulo
OAB es rectangulo, asi por el teorema de Pitagoras:

[d(AB)” =[d @A) +[d(0B)]?

Reemplazando las coordenadas.
[d(AB)* =[x, =[]+ [m,x, ~mx,J

Segun la construccion grafica:

[d (OA)]2 = [Xl - 0]2 + [mlxl - O]2 y [d (OB)]2 = [Xz - O]2 + [mzxz - O]2
Reemplazando en la ecuacion inicial de distancia:

[Xz - X1]2 + [mzxz - m1X1]2 = X12 +(mx,)* + Xzz +(m,x,)*}

Desarrollando los cuadrados:

Xp" = 2%X, + X"+ (My%,)? = 2 myx +(Myx)? = %7 +(Mx)* + %" +(m,x,)?
Se simplifican términos: —2x,X, —2m,x,mx, =0
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Reorganizando la ecuacion: —2x,X, 1+ m,m)=0==m,m +1=0

Finalmente: m,m, = -1

De esta manera queda demostrada la perpendicularidad de dos rectas.
Ejemplo 242:

Demostrar que lasrectas x—2y +8=0 y 2x +y + 3 =0, son perpendiculares.
Solucién:

Primero expresemos las ecuaciones en forma canonica.
X-2y+8=0=>= 2y =-X-8== y::—>2(+:—2:>:> y:%x+4
2X+y+3=0=>= y=-2x-3

Tenemosmy =% y my=-2

Se debe cumplir que m;*m; = -1, veamos: 1/2 * (-2)= -1

Por consiguiente las rectas dadas son perpendiculares.

Ejemplo 243:

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (3,5) y es perpendicular a la recta
6x+3y—-12=0

Solucién:
La recta conocida denominémosla L; y a la recta desconocida L,. A partir de L; se identifica la

pendiente.

6x+3y-12=0== y:_ESXTJrlz:: y=-2x+4

Para L, se tiene m; y para L, se tiene m,. Como dos rectas son perpendiculares sim; *m, = -1
-2 *m, =-1, entonces: m, =%

Ahora planteamos la ecuacién para L.

y =% x + b. Pero la recta pasa por el punto (3, 5), luego:

5=%(3) + b, entonces: b =5 - 3/2 = 7/2, por consiguiente:

1 7 L -
y= 5 X +§ Ecuacion canonica de la recta L,
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EJERCICIOS

Hallar la pendiente de la recta que para por los puntos dados:

1.4,7y (-2-3) Rta: m = 5/3
2.-4,3)y (3,-2) Rta: m = -5/7

3.-2,3) y 4,3 Rta:m=0

4. (5,4 vy (5,-4 Rta: m = Independiente

Hallar la ecuacion de la recta que cumple con las condiciones dadas.

5. Pendiente 4 t el intercepto — 2: Rta:y=4x-2
6. Pasa por el punto (2, - 2) y Pendiente — 3. Rta:y=-3x+ 4
7. Para por los puntos (8, 1) y (-3, 1) Rta:y=1

8. Cortaalejexen4yalejeyen-2. Rta:y = (2)x -2

Para cada caso, determinar si las rectas son paralelas, perpendiculares u oblicuas.

9.3y-2x-8=0 y -4x+6y-10=0 Rta: Paralelas

10. %x+ y-5=0 y y-2x=8 Rta: Perpendiculares

Resolver los problemas propuestos:

11. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (-2, 4) y es paralela a larectax + 3y —2 =0.
Rta:3y +x-10=0

12. Hallar la ecuacion de la recta que para por el punto (-5, 4) y es perpendicular a la recta que para
por (1, 1)y (3, 7).
Rta:x+3y—-7=0

13. Cual sera la ecuacién general de la recta que pasa por (3, 4) y su pendiente es el doble de la

pendiente de larecta4x — 6y —12 =0.
Rta: 3y +4x—-24=0
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Leccion Treinta y nueve: Analisis de la Circunferencia

Generalidades: La Circunferencia pertenece a la familia de las
Conicas, la palabra conica viene de la figura geométrica CONO.
Las secciones conicas, entre las que esta la circunferencia, son
figuras geométricas que se obtienen al hacer pasar un plano de
diferente forma a través de un par de conos invertibles y unidos por
el vértice.

El andlisis de las conicas, esta en describir a partir de la grafica una
ecuacion matematica para cada una de ellas o viceversa, a partir
de una ecuacion mateméatica hacer la grafica correspondiente e
identificar sus parametros.

LA CIRCUNFERENCIA

Por geometria basica se sabe que la circunferencia es el
perimetro del circulo, ésta no tiene area, solo longitud y los
pardmetros que la identifican. La circunferencia se forma
cuando el plano corta horizontalmente el cono.

DEFINICION:

La circunferencia es un conjunto de puntos
(X, y) en el plano cartesiano que equidistan
a un punto fijo llamado centro. La distancia
fija se le llama radio.

Los pardmetros de la circunferencia son:

Centro: La coordenada en x se le denomina h y la de y se le denomina k. C(h, k)

Radio: Es la distancia del centro a cualquier punto de la misma, se representa por R.
Otros parametros de la circunferencia, que no inciden directamente con la ecuacion son:
Diametro: D = 2R

Longitud: L = 21TR

Con los conceptos dados, se puede inferir que la circunferencia queda descrita por medio de su
centro, su radio y el conjunto de puntos que la conforman.

Ecuacién Canodnica:

Para una circunferencia de centro en el origen de coordenadas (h, k) = (0, 0) y radio R, la ecuacion
canonica es de la forma:

X2+y2:R2

Demostracion:

Para hacer la demostracion de la ecuacién candnica de la circunferencia, vamos a definir algunas
condiciones:
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El centro est4 en el origen, es decir (h, k) = (0, 0)
El radio es la distancia del centro a cualquier punto que conforman la circunferencia.

! Por Pitagoras:

(¥ RZ - (X_O)Z +(y_0)2

- : x | Simplificando:

R2:X2+y2

Asi queda demostrada la ecuacion canonica de la circunferencia.
Ejemplo 244:

Cual sera la ecuacion canonica de la circunferencia cuyo centro es (0, 0) y radio 2; ademas, cual sera
su longitud.

Solucién:

Aplicando la férmula de la ecuacién canénica: R? = x* +y> Reemplazando los valores, para este
caso, radio.

QP =xX*+y’ o= X +y’ =4

Para hallar la longitud: L =2/R=2(2)n =4n

Ejemplo 245:

Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el origen de coordenadas y para por el punto
(3. 4)

Solucion:

Como el punto satisface la ecuacion canodnica, al reemplazar en dicha ecuacion el punto obtenemos el
radio. R®=x*+y* == R*=(3)*+(4)* =9+16=25
Entonces el radio serd: R = 5. Asi la ecuacién quedara: 25= x° + y?

Ejemplo 246:

Una circunferencia tiene como ecuacion canonica: x° +Yy> =36 ¢Cuél seré el diametro y la longitud
de dicha circunferencia?

Solucioén:
Si ajustamos la ecuacién que nos dan a la ecuacién canénica: x> +y? =36=>= x> + y* =6°

Asi el radio serd: R =6. Como el diametro es 2R, entonces: D = 2(6) = 12
La longitud sera: L = 2R = 2(6) m, L =121
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Leccion Cuarenta: Analisis de la Elipse

La elipse también hace parte de la familia de las conicas. Hemos
escuchado sobre el movimiento eliptico, de la tierra, del electron y
de otros fendmenos, pero la pregunta seria ¢Como es la
descripcidon matemética de esta figura geométrica?

La elipse es una curva ovalada, que se asemeja a una
circunferencia alargada, se obtiene cuando el plano corta el cono
de manera sesgada.

DEFINICION:

La elipse es un conjunto de puntos (X, Y)
en el plano cartesiano, tal que la suma de
sus distancias a dos puntos fijos llamados
focos, es constante

Al igual que la circunferencia, la elipse tiene los parametros que la caracterizan, los cuales se
describen a continuacion.

Los pardametros de la elipse son:

u
Centro: C (h, k)
Vértices mayores: Vy V’
Vértices menores: uy u’ W' Cihk) W
f

Focos:f y f i
Eje mayor: 2a (Distancia V V )
Eje menor: 2b (Distancia u u ‘)

u

Por definiciéon: 2a > 2b

Ecuacion Candnica: (Con eje mayor en Xx)

La ecuacién canonica de la elipse con centro en C(0, 0) y eje mayor sobre la coordenada x es de la
forma:

2 2
a2+g2:1

Demostracion:

Para demostrar la ecuacion canonica de la elipse, se van a tener algunas consideraciones:
Centro en (0, 0)

Eje mayor sobre el eje x

a = Distancia del centro al véertice.
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¥ Veamos las siguientes coordenadas

u P (X, ¥) V(@0 y V(a0

u, 0 yu‘(-hb,0)
W v, f(c,0) yf‘(-c0)

2a = Eje mayor
2b = Eje menor
P(x, y) = Los puntos de la elipse.

La gréfica muestra que 2a > 2b

Por definicion: d (Pf ') +d (Pf ) = 2a

Las distancias dadas: d (Pf ') = \/(X - (-c))* +(y-0)
Operando: d (Pf ) = \/(X ~c)+(y-0)

anora: A/(x +c)? + (y-0) ++/(x-c)?+(y-0) = 2a
simpificando: \/(x + ¢ )2 + (y)? + J(x - c)? + (y)? = 2a
Reorganizando: \/(X - C)2 + (Y)2 = 2a- \/(X + C)2 + (y)2

Elevamos al cuadrado para eliminar raices:

(Vo=eF + ) ) =(2a- o+ el + () )
(x=c) +(y) = 4a® ~4ay/(x+cf + (y)f +(x+c) +y?

Desarrollando los cuadrados:

X2 = 2XC+C? + Y2 = 42 —day(x+ )% + Y7 + X2 +2xC+C? + Y

— 2 2 2
Simplificando términos semejantes: 4xc=4a" - 4a\/(x + C) + y

2 2 = pa2
Reorganizando términos: 43—\/()("' C) +y° =4a” +4xc

Dividiendo por 4 toda la expresion y elevando al cuadrado.
2 2 2
ay/(x+c) +y? =a +xc=>= az((x+c) + y2)= (8% + xc)

212 2 2 - A4 2 2.2
Desarrollando los cuadrados: @ (X +2XC+Cc +y )— a” +2a°xc+ x°c

2,2 2.2 2.,2 — A4 2.2
Multiplicando el primer término y simplificando: @ X~ +a"C” +a’y” =a + X°C
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Reorganizamos para obtener trinomios cuadrados perfectos.

a?x? — x2c? + azyz = a*-a%? =>— x2(a2 —C2) + azyz — az(az —C2)
XZ(aZ_CZ) N aZyZ _ aZ(aZ_CZ)
a’(a®*-c?) a*(a*-c?) a‘(a*-c?)

Dividiendo todo por a? (a? — ¢?), entonces:

XZ y2
Operando: 2 + 2 2 =1
~a° (a“-c9)

Por la definicion se sabe que a > c, ya que la distancia del eje mayor es mayor que la distancia focal,
entonces a’> ¢’ asi:a’-c®>0. Estonos lleva a que: a°-c®=b?
2 2
W
+ —

Reemplazando en la ecuacion anterior se obtiene: az bz -

Asi queda demostrada la ecuacién canonica de la elipse con centro en el origen, focos sobre el eje x y
eje mayor también sobre el eje x.

Ecuacion Candnica: (Con eje mayor eny)

La ecuacién candnica de la elipse con centro en C(0, 0) y eje mayor sobre la coordenada y es de la
forma:

Demostracion:

La demostracidon es analoga al caso anterior, es muy interesante que se realizara, en el grupo
colaborativo y se compartiera con el Tutor.

Ejemplo 247:

A partir de la ecuacion dada a continuacion, identificar los parametros de la elipse y hacer un bosquejo
de la grafica. 50x* +72y® = 3600

Solucién:

De la ecuacion dada, obtener la canénica.
50x2 + 72y = 3600== — 20 x2 +_ (2 y2 = 3000
3.60C 3.60C 3.60C
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2 2

Haciendo las operaciones pertinentes: - +3 = 1

5C

Como ya tenemos la ecuacion candnica, comenzamos a identificar los parametros.

a’=72=>=a=+72=6J2 y b?*=50==b=450=52
Asi:

Eje mayor: 2a = 2(6\/5) =122

Eje Menor: 2b = 2(2\/5) =45

Vértices mayores: V = (6«/_2,0) y V'= (—6\/_2,0)

Vértices menores: U = (0,5\/5) y u'= (O,—Sx/i)

Foco: ¢? =a% —b? =72-50=22=>=>c =+/22

Focos: (\/2_20) y (— \/2_20)

Ejemplo 248:

Una elipse tiene como Vértices: (+4,0) y focos (x2,0), hallar la ecuacion candnica y la gréfica.

Solucion:

Como se conocer los vértices, entonces: a =4, a’=16
También se conocen los focos: c =2, ¢*=4
Para hallar b: b> =a? -¢c? >= b? =16-4=12
A partir de los datos, construimos la ecuacion:
2 2 2 2

Ecuacion canonica de la elipse con vértices en (+4,0) y focos en (£2,0)
Los otros parametros:

Eje Mayor:a=4,2a=8

Eje Menor: b= V12=2J3==20=43

Bosquejo de la gréfica:
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Ejemplo 249:

Dada la ecuacion de la elipse 9x* +4y® =36 Hallar los vértices, los focos, los ejes y hacer un
bosquejo de la grafica.

Solucion:

Lo primero es transformar la ecuacion dada a forma candnica, lo cual se consigue dividiendo todo por

36, veamos:
2

2
OX? +4y? =365 D x24Ty =1 X4 Y o
36~ 36 4 9

Como a” = 9 esta sobre el eje y, entonces el eje mayor esta sobre dicho eje, igual que los focos. Se
puede decir que la elipse es vertical.

a®=9=>=a=3

b’=4==b=2

Para hallar los focos es por medio de la expresion: .

X ¥y
c2=za%?-p? :9—4:53:(::1\/% __; I+F_1
Eje mayor: 2a=2(3) =6 .

Eje menor: 2b=2(2) =4
Focos: f(04/5) y f'(0-5) - i 3

Bosquejo de la grafica se observa la frente.

EXCENTRICIDAD:

El concepto de excentricidad es usado para describir la forma de la curva, haciendo una relacién de
cociente entre la longitud del foco y la longitud del eje mayor. Esto nos permite determinar si la elipse
es aplanada o abombada.

La excentricidad se define como: -
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Para la elipse la excentricidad estd entre 0y 1. (0 < e < 1). Cuando e - O la elipse es casi circular,
cuando e - 1 laelipse es casi plana. ( — Significa tiende o se acerca a...)

Para la circunferencia la excentricidad es cero (e = 0), esto significa que cuando e = 0, la figura es
concéntrica. Lo anterior quiere decir que si a = b, entonces ¢ =0, obteniendo asi una circunferencia.

Ejemplo 250:
Una elipse tiene vértices mayores en (8, 0) y focos en (5, 0), cual es su excentricidad.

Solucién:
Consiste en una elipse con tendencia a ser plana, ya que la excentricidad en baja.

Ejemplo 251.:
Para el caso del ejemplo 257, hallar la excentricidad de la elipse en andlisis.

Solucién:

Segun los datos del ejemplo: ¢ = V5 02,2360 y a =3, entonces: e=

La elipse tiene cierta tendencia a ser redonda.

2'23?60 =0,7453

Leccion Cuarenta y uno: Analisis de la Parabola

Otra figura de la familia de las cénicas. La parabola es una
figura que describe diversos fendmenos, como la trayectoria de
un balén, la forma de las antenas de sefiales de television por
cable, la trayectoria de un tejo en nuestro deporte autéctono y
Se forma cuando el cono es cortado por el plano de

///////// J
Yy

//////////////' ;

-

-

y

otros.
corte de manera sesgada.

e

i

s

) -

s

DEFINICION:

%

La parabola es un conjunto de puntos en
el plano (x, y) que se encuentran a la
misma distancia de un punto fijo F llamado
foco y una recta D llamada directriz.

N

s

N

N
S

AoX
&N

AN

Los parametros de la parabola son:

Vértice V (h, k): Donde la curva se divide en dos partes iguales.
Foco: F: El punto fijo a una distancia p del vértice, llamada distancia focal.

Eje de Simetria: Una recta que para por el vértice y es perpendicular a la directriz
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Directriz D: Recta ubicada a la misma distancia que el foco pero en sentido contrario
Ecuacion Candnica: (Eje de Simetria vertical)

Toda pardbola con eje de simetria vertical y vértice en el origen, tiene como ecuacién canonica:

X* = 4py

Demostracion:

Por medio de una gréfica podemos ver los elementos que presenta una parébola.

" Eje de Simetria: El eje y.

V (h, k) = (0, 0)
4 v Foco: F (0, p)

P(x, y) = Conjunto de puntos que hacer parte de la
curva

s Q. -P)

@ Directriz: D = -p

Por hipotesis la distancia de F a P es igual a la distancia de P a Q. d (PF) =d (PQ)

Entonces: d(PF) = \/(X = 0)2 + (y - p)2

d(PQ) = /(x-x) +(y-(-p))

Aplicando el principio de la hipotesis: \/(X - 0)2 + (y - p)z = \/(X - X)2 + (y -(- IO))2

Desarrollando las operaciones: \/(X)2 + (y - p)2 = \/(y + p))2

Elevando al cuadrado: (X)2 + (y - p)2 = (y + p)2
Desarrollando los productos notables: (X)2 + y2 -2 py + p2 - y2 +2 py + p2

2
Simplificando términos: (X) -4py=0
2 _
Finaimente: X~ = 4 py

Asi queda demostrada la ecuacion canonica de la parabola bajo las condiciones establecidas.
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Analisis de las Ramas:

Como la parébola tiene dos ramas que se abren a partir del vértice, es pertinente aclarar:

Si p> 0. Las ramas abren hacia arriba a partir del vértice.
Si p < 0. Las ramas abren hacia abajo a partir del vértice

Es pertinente aclarar que el vértice y el foco estan sobre el eje de simetria; ademas, éste Ultimo y la

directriz son perpendiculares.

Ecuacion Canonica: (Eje de Simetria horizontal)

Toda parabola con eje de simetria horizontal y vértice en el origen, tiene

como ecuacién canonica:

Demostracion:

Se deja como ejercicio para desarrollar en el grupo colaborativo.
Andlisis de las Ramas:

Para este caso:

Si p> 0. Las ramas abren hacia la derecha a partir del vértice.
Si p < 0. Las ramas abren hacia la izquierda a partir del vértice

y° = 4px

El vértice y el foco también estan sobre el eje de simetria; ademas, éste ultimo y la directriz son

perpendiculares.

ECUACION | EJE DE

CANONICA | SIMETRIA | VERTICE | FOCO | DIRECTRIZ

RAMAS

P>0: Hacia arriba

2 — —
X =4py x=0 V(. 0) F(O. P) y=-P P<0. Hacia abajo
2 _ _ _ P>0: Hacia derecha
y" =4px y=0 V(0. 0) F(P, 0) X=-P P<0. Hacia izquierda
Ejemplo 252:

Dada la ecuacion de la parabola x* =16y . Identificar los parametros y hacer un bosquejo de la

gréfica.

Solucion:

Como la variable x es la que esta al cuadrado, entonces el eje
de simetria es vertical x = 0. Asi la ecuacion es de la forma:

x* = 4py donde 4p = 16, entonces: p = 4.
Los parametros son:

12

=16y

Vértice (0, 0) -20
Foco:(0, 4), distancia focal es p.

-10 19

iy

Directrizzy = -4

20
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Como p > 0, las ramas abren hacia arriba.

Ejemplo 253:

Una parabola tiene vértice en el origen, sus ramas abren hacia abajo, y pasa por el punto (2, -

6). Hallar la ecuacién candnica y hacer la grafica.

Solucion:

Como las ramas abren hacia abajo, el eje de simetria es vertical, luego la ecuacion es de la forma:
x> =4py Para p < 0. Como la curva pasa por el punto (2, -6), éste satisface la ecuacion. Entonces:

(2?=4P(-6) 0 =>4=-24P=>=> P = —% =
Y 11
1S
[
- S
_ 2
g.}’
Ejemplo 254:

Por consiguiente la ecuacién es de la forma:

x? :—ﬂy:: x? :—Zy
6 3

o 2
La ecuacion finalmente es: x* = —5 y

Foco: (0, -1/6)

Directriz. y = 1/6

Hallar la ecuacion y hacer la gréfica de la parabola que tiene foco en (3, 9), la directriz tiene como

ecuacion x =- 3 y vértice en el origen.

Solucién:

Se observa que el foco esta sobre le eje x, lo que
indica que el eje de simetria es horizontal. Asi la ] ¥

ecuacion es de la forma: y* = 4px

Como la directriz es x = - 3, nos indica que p = 3,
gue corresponde a la coordenada en x del foco.

Entonces: y* = 4(3)x =12x

La ecuacion canénica sera: y> =12x

Como p > 0, las ramas abren hacia la derecha,

como lo dice la teoria.
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Leccion Cuarenta y dos: Andlisis de la Hipérbola

También pertenece a la familia de las conicas. La hipérbola se
obtiene cuando el plano de corte se hace vertical por las
esquinas de los conos invertidos.

DEFINICION:

La Hipérbola es un conjunto de puntos en
el plano (x, y) cuya diferencia a dos
puntos fijos llamados focos es constante.

Los parametros de la Hipérbola son:

Centro: C (h, k). Equidistante a los vértices

Vértices V y V' Donde las curvas se dividen en dos partes iguales.

Focos: Fy F': Los puntos fijos.

Eje Transverso: Una recta que para por los vértices y por los focos.

Eje Conjugado: En una recta perpendicular al eje transverso y para por el centro.
Asintotas: Dos rectas que paran por el centro delimitan las curvas de la hipérbola.

Ele Canjugad
e Conjugado P 1)

Eje Transwerso

Asimtotas

Ecuacion Canonica: (Eje transverso horizontal)

Toda hipérbola con eje transverso paralelo al eje de las abscisas y centro | X 2 y 2

en el origen de coordenadas, tiene como ecuacion: R b > =1
a

Demostracion: ,

Con ayuda de wuna gréfica, podemos hacer la R

demostracion.

Centro: C (0, 0) T . ‘ :

Eje Transverso: El eje x.

Eje conjugado: Eje y

Vértices: V(a,0) y V'(-a,0)

Focos: F(c,0) y F'(-c, 0)
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P(x, y) = Conjunto de puntos que hacer parte de la curva
Por la construccion: @ < C Distancia: d(F F ‘) = 2¢

Por definicion de la hipérbola:
d(P,F')-d(P,F)=2a

A partir de este planteamiento y por distancia euclidia, se puede obtener la ecuacidén canodnica de la
hipérbola.

d(P,F)=(x—c)’ +(y-0)° = (x-c)* +y?
d(P,F) = (x=(-0) +(y-0) = (x+c) +y*
Por hipétesis: \/(X+C)2 +y? —\/(X—C)Z +y? =2a

Haremos el desarrollo en forma secuencial, pero es pertinente que usted estimado estudiante,
identifique las propiedades aplicadas en cada paso.
Inicialmente se plantea la distancia euclidia y se eleva al cuadrado, para eliminar radicales.

\/(X+C)—2+y2:23+\/m:>:>(\/()(+0)—2+yzjz =[2a+ (x—(:)2 +y2)2

Se simplifica el primer término y se desarrolla el producto notable del segundo término.
(x+¢)2 +y? =4a® +4a,/(x—c)’ + y? +(x—c)? +y?

Se desarrollan los productos notables presentes en la ecuacion obtenida.

X2 +2xc+c? +y? =4a® +4a,/(x—c)’ + y? + x* = 2xc+C? + y?

Se simplifican términos semejantes y reorganiza la ecuacion:
2xc+2xc = 4a® +4ay/(x —c)* + y? == 4xc—4a® = 4a,/(x—c)* + y?

Como todos los términos tienen como coeficiente 4, simplificamos y elevamos al cuadrado, para
eliminar el radical que se presenta alli:

xc—a® = ay/(x—c)* +y? == (xc-a?) :(a (x-c)? + yzjz

Desarrollamos las operaciones indicadas:

X?c? - 2a’xc+a* = a2|(x—c) + y?| 5= x%c? ~2a%xc+at = a’x? - 2a’xc+a’c? +a’y’?
Simplificando: x°c® +a* = a’x* +a’c® +a’y’ == x’c* -a’x’* -a’y* =a’c’* -a’
Factorizando: x*(c® —a?)-a’y® =a’(c® -a?)

Xz(Cz _az) B azyz _ aZ(CZ _az)
a’(c’-a?) a’(c?-a?) a’(c*-a?)

Dividimos toda la expresion por a®(c” —a®) entonces:

2

. - . X
Simplificando, se obtiene: — -
a

2

y
—:1
(c? -a?)

Comoa<c entonces:c—a>0y c?—a?>0.Denominamosa c?-a?=b? Finalmente la

2 2
ecuacion queda de la forma: — —§ =1
a
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Asi gueda demostrada la ecuacion candnica de la hipérbola.

Ecuacion Candnica: (Eje transverso vertical)

Toda hipérbola con eje transverso paralelo al eje de las ordenadas y centro 2 X 2
en el origen de coordenadas, tiene como ecuacion: y =1

g 2 b 2

Demostracion:

Con los mismos argumentos que se tuvieron en cuenta en el caso anterior, por favor estimado
estudiante desarrolle la demostracion.

Demos algunos lineamientos:

v

Centro: C (0, 0)

P, v Eje Transverso: El eje y.

Eje conjugado: El Eje x
Veértices: V (0,a) y V0, -a)
> | Focos: F(0,c) y F'O,-c)

8 P(x, y) = Conjunto de puntos que hacer parte de la
curva
Por la construccién: @ < C

Distancia: d (FF ) =2c

ASINTOTAS:

En la hipérbola se conocer dos rectas oblicuas que pasan por centro de la hipérbola, cuya funcion es
orientan la curvatura de la figura. La obtencién de la ecuacién de dichas rectas, se hace a partir de la
ecuacion candnica. La obtencion de la ecuacion se hace despejando la variable y en la candnica.

Se presentan dos casos:

1. Eje transverso horizontal:
2 2 2 2 2

X X X

—Z—y—2=1:>:>y—2=—2—1:>:> y? =b* =~

a® b b® a a

2,2 2 2,2 2 2
Si x#0 entonces: y* = b )2( (1—a—2j:>:> y:i\/b )2( (1—a—2j =>= y:J_rEXW/l—a—2
a X a X a X

Cuando X » ®© 6 X — —oo la expresion a’/ x> — 0, asi a medida que la x crece, la ecuacion se

reducea: y=+*—Xx
a

Por consiguiente las asintotas de una hipérbola cuyo eje transverso es x:

b y _ b
y = —X y = - —X
a a
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2. Eje transverso Vertical:

2
. L. X . p
A partir de la ecuacion: Y —b—z =1 Sellega a las ecuaciones de las asintotas.
a

a a
YN I Ll
NOTA: Se deja como ejercicio la demostracion de estas
ecuaciones, que se puede hacer en forma individual, en el grupo colaborativo 0 en compafia del

Tutor.

Las siguientes graficas ilustran los dos casos.

Hipérbola con eje transverso horizontal Hipérbola con eje transverso vertical.

Ejemplo 255:

X2 y2
Hallar los parametros de la hipérbola que tiene como ecuacion E —7 =1
Solucioén:

De la ecuacion: a®=16=>=a=4y b*=4=>=Db=2

Como el valor mayor esta sobre la variable x, el eje transverso esta sobre x.
Los vértices: V (4,0) y V‘(-4,0)
Los focos: F(c, 0) y F‘(-c. 0)

Para calcular el valor de c, utilizamos la condicién dada en estos casos: b? =c¢? —a?
Despejamos ¢: ¢ =b% +a? == ¢’ =4+16=20=>= c=+/20=+2//5
Asi los focos son: F (2\/_5,0) y F'(—Z\/_S,O)

. _b _2 _1 _ b _ 2 _ 1
Asintotas: y=—X=>=> Yy=—X=>=> Yy =—X y=—— XD Yy=—— XD Yy=——=X
a 4 2 a 4 2
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Ejemplo 256:

Dada la ecuacion de la hipérbola con centro en (0, 0) 16y° —9x* =144.
Identificar sus pardmetros y hacer la grafica.

Solucion:

Primero transformemos la ecuacion dada a la forma canénica, lo cual se hace dividiendo todo por 144
y simplificando:
16 9 144 z2 X2
2 X2 = NN y

144y 144 144 9 16

El eje transverso esta en x, ya que el mayor valor esta sobre dicha variable.
Vértice: V (0, a) y V (0, -a)
Como a®> =9== a=+3 Entonces: V(03) y V'(0-3)
Los focos: Como ¢ =a? +b? =9+16=25== c=+/25=45 Entonces: F(05) y F'(0-5)
Asintotas: y = +Ex:>:> y —Ex y= —Ex
' b 4 4
Bosquejo de la gréfica:

0.3

-2 -1a

-1

-15

NOTA: Cuando y en la ecuacion canonica es positiva, entonces el eje transverso es paralelo a la
coordenada y. De la misma manera cuando x es positiva en la ecuacién candnica, el eje transverso

es paralelo al eje x.
305



Ejemplo 257:
Hallar la ecuacion canodnica de la hipérbola cuyos focos estan en (#4, 0)y a = 2.
Solucion:

Segun los datos: a = 2, entonces a> = 4. ¢ =4, entonces: b>=c’—a? =16 -4 =12. b= 3,464
Por otro lado como las coordenadas de los focos estan sobre la abscisa (eje x), o que nos indica que

el eje transverso esta sobre el eje x. En este orden de ideas, la ecuacion es de la forma:
2 2 2 2

x__y_2 =1 Reemplazando: x_ ¥ .
b 4 12

a2

o] ¥

Asintotas
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EJERCICIOS

1. Encontrar la ecuacién candnica, el diametro y longitud de la circunferencia, cuyo centro es en el
origen de coordenadas y para por el punto (0, 6)

Rta:x* +y? =36, D=12, L=12m

2. Dada la ecuaci6n de la circunferencia x* + y* = 49, hallar el radio, el centro y la longitud.
Rta: R=7,C(0,0), L =214

3. Relacione la grafica con la ecuacion correspondiente:

A B

1)X+y:12)x+y:1

Dada la ecuacion, identificar los parametros de la elipse y hacer la gréfica.

2 2
4. %+é:1 Rta: V(0,5)y V0, -5); f(0,4) y f*(0, -4)
Eje mayor: 10 y eje menor: 6
5. 4x* +y® =16 Rta: V(0,4) y V0, -4); f (02V3) vy f'(0~23)

Eje mayor: 8 y eje menor:4
Encontrar la ecuacion de la elipse, a partir de los parametros dados:

X2 y2
6. C(0,0), f(3,0) y V(5,0 Rta: —+=—=1
(0,0), (3, 0) y V(5, 0) TRET:
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7. Focos: (0, £3), interseccion en x = +2

8. Determinar la excentricidad de los pontos 6.

2 2

Rta: -+ =

4 13

Rta: e, = 08320

Para las ecuaciones dadas, identificar los parametros y hacer la grafica correspondiente.

9. y® =16x
10. x* =36y

11. 12x+y*=0

Rta: V(0, 0); F(2,0); D: x=-2
Rta: V(0, 0); F(0,9); D:y=-9

Rta: V(0, 0); F(-3,0); D: x=3

A partir de los datos dados, hallar la ecuacion de la parabola.

12. F(3,0); D:x=-3

13. V(0,0); Eje simetria horizontal y pasa por (-1, 4)

Rta: y* =12x

Rta: y* = -16x

14. La fachada de un edificio tiene forma parabdlica, el largo es de 32,5 metros y el ancho de la base
es de 24,2 metros. Identificar la ecuacion que modela el disefio de la fachada.

9
Rta: X2 ==
2y

15. Un tanel tiene forma parabdlica, su altura maxima es de 12,8 metros y el ancho de la base es de
10,2 metros. ¢ Cual sera la altura del tnel a 1,5 metros de la orilla del mismo?

Rta: y = 6,4 metros

Encontrar La ecuacion candnica de la hipérbola, a partir de los datos dados.

16. Centro(0, 0), Foco(3, 0), Vértice(1, 0)

17. Centro(0, 0), Foco(0, -6), Vértice(0, 4)

18. Focos(+5, 0), Vértices(z3, 0)

2

Rta: X2 -2 =1
8
2 2
Rta: Yy X
16 2C
2 2
Rta: X——y—:1
9 1€

A partir de la ecuacion dada, identificar los pardmetros y hacer un bosquejo de la gréfica.

2 2
19. XY -9

25 4
20. 6y* -3x* =18

21. x> -y*-25=0

Rta: F(+4/290) y V(+50)

Rta: F (023v5) y V(0,2v/3)
Rta: F(+5/20) y V(+50)
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Leccion Cuarenta y tres:  Traslacion de Ejes

En muchas situaciones, el centro de la circunferencia, de la elipse, de la hipérbola y el vértice de la
pardbola, NO estan en el origen de coordenadas, luego se requiere un andlisis de dichas
situaciones.

En este apartado vamos a estudiar las conicas, cuando en centro o veértice estan fuera del origen de
coordenadas.

LA CIRCUNFERENCIA.

Cuando el centro de la circunferencia esta fuera del v y

: \ ¥
origen de coordenadas, digamos en (h, k), donde h
corresponde a la coordenada en x y k a la coordenada | FIERY)
eny, la ecuacion varia ligeramente. | &

Y U1V b A
Se observa que se presenta un cambio en las | X 7
coordenadas del plano. | i
Ax=Xx-h
(=) +ly-kf - 2
Ay =y-k |
- - |

Para calcular R, se utiliza el teorema de Pitagoras:

R = (ax)” + (ay)
Reemplazando, Ax por x-h y Ay por y-Kk,llegamos ala ecuacién requerida.

Ecuacion canonica de la circunferencia: Centro en (h, k) (X - h)2 + (y - k)2 = R2

Ejemplo 258:

Hallar la ecuacién candnica de la circunferencia y hacer la gréfica, si esta tiene el centro en (-4,
2) y su radio es de 3 unidades.

Solucion:

Como se conoce el centro y el radio, por medio de la ecuacion, reemplazamos:
(x= (-4 +(y-2) =32 == (x+4f +(y-2)° =9

La grafica se puede ver en el esquema siguiente.
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Ejemplo 259:
Una circunferencia tiene como ecuacion: (x)2 +(y—3)2 =4 Hallar el centro, el radio y hacer el
bosquejo de la gréfica.

Solucion: (F + (o 37 =4
Segun la ecuacion, se observa que (h, k) tiene como =
coordenadas (0, 3) que sera el centro de la circunferencia y . [, 3
el radio R =2. A B
La grafica la podemos observar en seguida. 2
-5 5 -
-2
Ejemplo 260:

Hallar el centro y el radio de la circunferencia que tiene como ecuacién: x> +y? —6x+4y-3=0

Solucién:

Se observa que la ecuacidon dada NO es la candnica, luego debemos transformar dicha ecuacion a la
forma candnica. Veamos como se hace.
A partir de la ecuacion dada, se agrupan variables similares.

(X* —6x)+(y* +4y) =3
Completamos cuadrados, recordemos que esto se hace, dividiendo el coeficiente del segundo término
en 2 y elevando al cuadrado. Se debe tener en cuenta que lo que se adiciona a un lado de la
ecuacion, también se debe adicionar al otro lado.

(¢ —6x+ (6/2*) +(Y* +4y+ (412)*) =(x* —6x+9) +(Y* +4y+4) =3+9+4

Factorizando los dos trinomios, se obtiene la ecuacion canénica: (X—3)*+(y+2)* =16

Entonces: centro (3, -2) y radio R = 4.
Estimado estudiante, por favor hacer un bosquejo de la gréafica.

LA ELIPSE.

Al igual que en la circunferencia, en la elipse la situacion es similar. El centro es (h, k) que se obtiene
cuando el centro que estaba en el origen se desplazo h unidades en x y k unidades en y, conlleva a
ecuaciones canonicas ajustadas, las cuales son méas generales.

mayor paralelo al eje x es:

La ecuacion candnica de una elipse con centro en (h, k) y eje — 2 — 2
c-ny , G-k _,
a’ b?

centro en (h, k) y eje mayor paralelo al eje y es:

De la misma manera, la ecuacion candnica de una elipse con (X —h )2 ( — Kk )2
2 + 4 2 -1
b a
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Ejemplo 261.:
Hallar la ecuacion de la elipse con centro en (3, 2), focos en (1, 2) y (5, 2); ademas b = 2.
Solucion:

Segun los datos: (h, k) = (3, 2) La distancia focal es ¢ = 2, esto por la ubicacion del centro y de los
focos. Ademas, b = 2, entonces se puede calcular a:

Como b? =a’ -c¢? >= a® =b? +c¢? Reemplazando:
a’=(2"+ (" =8
Como los focos estan paralelos al eje x, entonces la ecuacion es de la forma:
2 2
(c=hf , (y=KF _,
a’ b?
Con los datos obtenidos, la ecuacion es de la
forma:

(x-3° , (-2 _,
8 4

Veamos un bosquejo de la grafica

Ejemplo 262:

Una elipse tiene centro en (-3, -2), un foco esta en (-3, -5); ademas, pasa por el punto P(-3, 3). Hallar
la ecuacion canonica de la elipse y un bosquejo de la gréafica.

Solucion:

Si el centro esta en (-3, -2) yun foco en (-3, -5), el otro foco serd (1, -5), ya que la distancia c =
(-3, y-C2F _ _(x+3 (y+2P

b? a2 - - b? a2 -
La ecuacion es de ésta forma porque los focos son paralelos al eje y. Para hallar los valores de a y b,
procedemos asi: b”* =a’-c¢*> == c¢” =a® -b?

3. En primera instancia la ecuacion sera:

Pero ¢ =3, entonces c2=9 asii 9=za’-b>’==b?’=za’-9 |
ademas, se conoce un punto (-3, 3), todo esto lo reemplazamos en la
ecuacion canonica.

2 2 _ 2 2 2
(X;'23) +(y;_22) :1:>:>(a§t39) +(3;22) :133% :1:>:>aZ:25

Ahora: b*> =a® -¢* =>= 25-9=16

(c+3f | (y+2P _,
16 25

Vertices: V (-3,3) y V' (-3, -7) !

La ecuacion queda finalmente asi:
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Ejemplo 263:
Para el caso del ejemplo 268 y 269, hallar la excentricidad.

Solucion:

a 6 6

Como e = 0,5 la elipse tiene a ser circular; es decir, ni muy acharada ni muy abombada.

LA PARABOLA.

En la parabola el vértice puede estar fuera del origen de coordenadas, esto nos indica que las
coordenadas del mismo se han corrido h unidades en x y k unidades en y, también como en los casos
anteriores se obtienen ecuaciones canonicas ajustadas, las cuales son mas generales.

Cuando el vértice de la parabola esta en el punto (h, k) y el eje de
simetria paralelo al eje y, se obtiene una ecuacion de la forma:

(x—h)* =4p(y-k)

Recordemos que si p > 0, las ramas abren hacia arriba a partir del vértice y si p < 0, las ramas abren

hacia abajo a partir del vértice.

El otro caso es cuando el vértice de la parabola esta en el punto (h, k)
y el eje de simetria paralelo al eje X, se obtiene una ecuacion de la
forma:

(y-k)f =4p(x-h)

Para este caso, si p > 0, las ramas abren hacia la derecha a partir del vértice y sip <0, las ramas

abren hacia la izquierda a partir del vértice.

Ejemplo 264

Dada la ecuacion (x+3)2 = —8(y— 2). Identificar los pardmetros de la parabola y un bosquejo de la

gréfica.

Solucién:

De la ecuacion se puede visualizar que
h=-3 yk=2. Entonces: V (-3, 2)

-10

El eje de simetria serax =- 3.
Como 4p =- 8, entonces: p =- 2.

Asi las ramas abren hacia abajo a partir del
vértice.

El foco: F (h, k + p), F (-3, 2-2) = (-3, 0)
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LadirectrizzD=k—-p=2-(-2)=4
Ejemplo 265:

Hallar la ecuacion de la parabola y hacer un bosquejo de la gréfica, si ésta tiene el foco en (-3,
-2) y la directriz tiene como ecuacion x = 1.

Solucioén:

Ubicar los puntos en el plano cartesiano nos da una idea de la curva. Como la directriz es vertical,
luego el eje de simetria es horizontal. ¢Por qué?

La distancia de la directriz al foco es de 4, entonces la distancia del vértice al foco es de 2.

Con estos datos la distancia focal p = 2. El vértice estara en (-1, -2)
Por la ubicacién del foco respecto al vértice, se puede inferir que p = -2.

La ecuacién se de la forma: (y-k)? = 4p(x-h)
Reemplazando: (y—(-2))* = 4(-2)(x - (-1)) == (y +2)* = -8(x +1)

La gréfica:

15

b+ 2f = -8(x+1) i

=

=30 =20 =10 \1 10
Y Ejs de Simetria

REFLEXION:

En el andlisis de la parabola, se ha dicho que segun el valor de p, las ramas toman cierta direccion.
Al respecto vale la pena hacer una reflexion del porqué de esta situacion. Tomemos el caso de la
ecuacion cuando el vértice esta en el origen y el eje de simetria vertical.

Primer Caso : x° = 4py

Despejando x: X=%2,/py Paraque x tenga solucion real, se debe cumplir dos posibilidades:

1.p>0y y=>0. Comoy es mayor que cero, entonces las ramas van hacia arriba.
2.p<0 vy y<0, Comoy es menor que cero, las ramas van hacia abajo.

Segundo Caso : y* =4px
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Despejandoy: Yy =22,/ pXx Paraqué y tenga solucién real, se debe cumplir dos posibilidades:

1.p>0y x>0. Como x es mayor que cero, entonces las ramas van hacia la derecha.
2.p<0 y x<0, Como x es menor que cero, las ramas van hacia la izquierda.

LA HIPERBOLA.

Con los analisis realizados con la circunferencia, elipse y pardbola, se puede extender al caso de la
hipérbola. Veamos los dos casos.

1. Una Hipérbola con centro en (h, k) y eje transverso paralelo al eje x, tiene como ecuacion:

(=nf _G-KF _,
a’ b?

Los parametros:

Centro: C (h, k). Vertices:V(h+a,k) v Vi(h-a,k). Focos:F(h+c,k) y F'(h—-c,K)
Eje trasverso: y = k. Eje conjugado: x =h

2. Una Hipérbola con centro en (h, k) y eje transverso paralelo al eje y, tiene como ecuacion:

(y-k) _(x-h) _q
a’ b®

Los parametros:

Centro: C (h, k). Veértices: V (h, k+a) y V'(h,k-a). Focos: F(h,k+c) y F*(h,k-c)
Eje trasverso: x = h. Eje conjugado: y = k

La relacién de las distancia a, b y ¢ son similares al caso de centro en el origen: b =c*-a’
Ejemplo 266:

Una hipérbola tiene vértices en (5, 2) y (-1, 2); ademas, un foco esta en (7, 2). Hallar la ecuacion
candnica de la hipérbola y hacer un bosquejo de la grafica.

Solucion:
Como los vértices estén en (5, 2) y (-1, 2), la distancia (2a) es de 6 unidades (5- (-1)), asia =3. Por

otro lado el centro estara en (2, 2), ya que para x: 5—3 = 2 y para y esta sobre el punto 2. Para hallar
el valor de c, por la ubicacion del focoF (7,2), ¢c=7-2=5.

Ahoraelvalordeb: b> =c?-a’? =>= b?=25-9=16 Asib=4.
El eje trasverso es paralelo al eje x, ya que el foco y vértices lo muestran.

Como ya tenemos los datos que se debe colocar en la ecuacion, entonces reemplazamos:
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-10
|
-15 |
Ejemplo 267:

Una hipérbola tiene centro en (-2, -4), vértices en (-2, -2) y (-2, -6); ademas, uno de los focos esta en
(-2, 1). Hallar la ecuacion canonica y un bosquejo de la grafica.

Solucién:

Como en centro esta en (-2, -4) y vértice en (-2, -6), la distancia entre los veértices es:

|—6—(—2))| :|—4{ =4 Asia=2.

El valor de c. La distancia del centro al foco es: 2 + 3 =5.

Ahoraelvalordeb: b?=c?-a? == b?=25-4=21

Segun las coordenadas de los vértices
y foco, el eje trasverso es paralelo al
eje y. La ecuacion:
(y+4P _(x+2° _,

4 21

-15 -10 -5 ‘
W
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EJERCICIOS

Dados los parametros de la circunferencia, hallar la ecuacion canonica.
1. R=2 ycentro (0, 2) Rta: (x)2 + (y— 2)2 =4
2.R=5y centro (4, -3) Rta: (x - 4)2 + (y + 3)2 =25

3. extremos del diametro (3, 8) y (-1, 4) Rta: (x—l)2 + (y—6)2 =8
Para la ecuacion dada, hallar los pardmetros.

4. (x-17 +(y+3)* =49 Rta: Centro (1, -3); R=7
5. (y + 5)2 + (x - 4)2 =12 Rta: Centro (4, -5); R=24/3

Dada la ecuacion, identificar los parametros.

6. (X'43) +(y;1) =1 Rta: C(3, -1); V(3, 2) V (3, -4); F (3-1++/5)
7. (y;l) +(X;52) =1 Rta: C(2, 1); V(7, 1) V'(-3, 1); F(6, 1) F'(-2 1)
8. 9x?+4y? -18x+16y-11=0 Rta: C(1, -2); V(1, 1) V‘(1,-5) F (L-2++/5)

A partir de los parametros dados hallar la ecuacion de la elipse y un bosquejo de la gréfica.

_n\2 _1\2
9.C(3,1) unfocoen (0, 1)y vértice en (-1, 1) Rta: (X 163) + (y 71) =1

A partir de la ecuacion dada, encontrar los parametros.
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12. (y+1)° = -4x Rta: Eje:y = -1, V(0, -1), F(-1, -1), D: x =1

13. (x—2)2 = 4(y—1) Rta: Eje:x=2,V(2,1),F(2,2),D:y=0

14. x> +18x-2y+1=0 Rta: Eje: x = -9, V(-9, -40), F(-9, -79/2), D: y = -81/2)
Hallar la ecuacion de la parabola que cumple las condiciones dadas.

15. D:y = -1, F(4, 5) Rta: x> -8x—12y+40=0

16. V(4, -6), Eje: x = 4, Pasa por (0, -8) Rta: x> -8x+8y+64=0

17. V(8, -7), Eje paralelo al eje x y pasa por (6, -8) Rta: 2y”+28y+x+90=0

A partir de la ecuacion dada, identificar los parametros.

2 2
18 =8 _(y+2f )
25 36

Rta: C(3,-2), F(3+/61-2), V(8,-2) y V'(-2, -2), Asintotas:y +2= +6/5(x - 3)

2
19, (yZSZ) —x2=1

Rta: C(0, -2), F (0~2++/26), V(0, 3) y V (0, -7), Asintotas: y + 2 =  5x
20. 4(x-1)* - 25y -2)* =100

Rta: C(1, 2), F(1£4/29.2), V(6,2) y V'(-4, 2), Asintotas: y - 2 = + 2/5(x — 1)

Determinar la ecuacion canonica de la hipérbola, conociendo algunos parametros.

21. Centro (-3, 2), Focos (-3, 8) y (-3, -4), Veértices (-3, 6) y (-3, -2)
(y-2 _(x+3f _
16 20

Rta:

22. Centro (0, 0), Un vértice (-3/2, 0) y Un foco (-2, 0)

4x* 4y* _

Rta; — 1
9 7
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Leccion Cuarenta y cuatro: ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO

ax’ +by* +cx+dy+k =0

Recorrido todo el analisis de las secciones cdnicas, utilizando como fundamento la distancia euclidia y
ademds, conocidas las ecuaciones canonicas de la circunferencia, parabola, elipse e hipérbola, el
siguiente paso es entrar en el estudio de lo que se conoce como la Ecuacion General de Segundo
Grado. Que es otra forma de expresar analiticamente las conicas.

LA CIRCUNFERENCIA:

A partir de la ecuacion canonica, se puede tomar un procedimiento algebraico para obtener la
ecuacion general de la circunferencia.

DEFINICION:

Toda ecuacion de la formax® + by” +cx+dy+k =0
corresponde a una circunferencia, siempre y cuandd ya # 0;
ademds, ay b tienen signos iguales.

La ecuacién corresponde a una ecuacion de segundo grado, donde ¢ y d estan indicando que el
centro esta fuera del origen de coordenadas. Cuando cy d son cero, el centro de la circunferencia
esta en el origen.

Ejemplo 268:
Sea la ecuacion candnica de una circunferencia: (x + 4)2 + (y - 2)2 = 25 Hallar la ecuacion general.

Solucién:

La ecuacion nos muestra que el centro esta en (-4, 2) y el radio R = 5. Para obtener la ecuacion
general, se procede de la siguiente manera: A partir de la candnica se desarrollan los productos

notable. (x+4)° +(y—2)° = 25== (x* +8x+16) + (y* -4y +4) = 25

Ahora se reorganizan los términos y se iguala acero.

X° +Y* +8X—4y+20=25=>=x" +y* +8x—4y-5=0

La ultima ecuacion corresponde a la general, donde a=b =1; ademas, c=8yd=-4. Comocyd
son diferentes de cero, estan indicando que el centro esta fuera del origen de coordenadas, lo que se
corrobora en la candnica.

Ejemplo 269:

Hallar la ecuacion general de la circunferencia, si tiene como ecuacion canonica:
2 2
(x—4) +(y—2) =40

Solucién:
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Vemos que la candnica muestra que el centro esta en (4, 2) y el radio es +/40. Desarrollemos los
cuadrados para llegar a la general.

(x=4)* +(y-2)° = 40==> (x* —8x +16) + (y? — 4y +4) = 40

Se reorganiza la expresion y luego la iguala a cero.
X? +y? —8x—-4y+16+4=40=>= x> +y? -8x—4y+20-40=0

Finalmente: x>+ y* -8x—4y+20-40=0 Dondea=1y b=1, ademasc=-8 y d=-4.

Ejemplo 270:

Una circunferencia tiene como centro (4, 0) y su radio es R = 7. ¢Cual seré la ecuacion general de
dicha circunferencia?

Solucién:

Primero debemos hallar la ecuacion candnica, para luego si llegar a la general.
La canénica: (x—h)* +(y-k)* = R

Reemplazando: (x-4)* +(y-0)’ =72 == (x-4)* +(y)* = 49
Desarrollando el cuadrado: (x—4)* +(y)’ = 49== (x> -8x+16) + y> = 49
Reorganizando términos: X +y® —8x+16-49=0== x* +y* -8x-33=0

Ejemplo 271:

Una circunferencia corta al eje x en dos puntos, tiene radio de 4 unidades, el centro estad en (-2,
k) y pasa por el punto (-2, -7). Hallar la ecuacion general de dicha circunferencia.

Solucién:

Primero organicemos la ecuacion canoénica: (x - h)2 + (y - k)2 =R* Como el radio es 4 y el centro en
(-2, k) reemplacemos estos datos: (x + 2)2 + (y - k)2 =16
Como el punto (-2, -7) satisface dicha ecuacion, lo podemos reemplazar. (—2+2)2 ( 7- k) =16

Despejando el valor de k: (-7 -Kk)? =16=>= /(-7 -k)? \/—:>:>( 7-k)=24: k=+24-7

Se obtienen dos valores: - 11 y - 3.
Como la circunferencia corta al eje X, el valor que satisface esta condicion es —3.

Asi la ecuacion canonica sera: (x+2)* +(y+3)° =16

Para hallar la ecuacién general, procedemos como los casos
anteriores.
Desarrollando los cuadrados:

(X* +4x+4)+(y> +6y+9) =16
Reorganizando: Xx*+y? +4x+6y+4+9=16
Igualando a cero: x* +Yy? +4x+6y+13-16=0
Finalmente: Xx*+y” +4x+6y-3=0
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LA ELIPSE:

El procedimiento para obtener la ecuacion general de la elipse es similar al realizado en la
circunferencia.

DEFINICION:
Toda ecuacion de la formax® + by” + cx+dy+k =0

corresponde a una elipse, siempre y cuaado0 y b#0
ademas,a#b peroa y b de igual signo.

La ecuacion corresponde, también a una ecuacion de segundo grado, donde c y d estan indicando
que el centro esté fuera del origen de coordenadas. Si cy d son cero, el centro de la elipse estan en
(0, 0).

Ejemplo 272:

Hallar la ecuacién general de la elipse cuyo centro es (2, -3), el eje mayor mide 10 y es paralelo al eje
X, el menor mide 6.

Solucion:

_ 2 _ 2
La ecuacién candnica es de la forma: (X 2h) + (y k) =1 (h,k)=(2,-3), a=5 y b=3
a b?
2 2
(=2F | (y+3P _,
25 9
Desarrollamos las fracciones, primero busquemos el comun denominador. El cual es 225.

9(x - 2)° +25(y +3)?
22~
Ahora desarrollamos los productos notables.

9(x* - 4x+4) + 25(y* + 6y +9) = 225=>=> 9x* — 36X + 36+ 25y° +150y + 225= 225
Reorganizando los términos: 9x* —36x + 36+ 25y* +150y = 0
Finalmente: 9x* + 25y” —36x+150y +36=0

Segun esta ecuacion, a=9 y b =25, son diferentes pero de igual signo. ¢ =-36 yd = 150. Se
confirma las condiciones para que una ecuacion de segundo grado sea una elipse.

Reemplazamos en la ecuacion:

=1== 9(x-2)* +25(y +3)* =225

Ejemplo 273:
Hallar la ecuacién general de la elipse que tiene centro en (4, -2) vértice en (9, -2) y un foco en (0, -2)

Solucion:
(x=hf | (y=KF _,
a’ b?
Si (h, k) = (4, -2). Para hallar a: Restamos la coordenada x del vértice y del centro: 9 — 4 =5, luego: a =
5. Como un foco esta en (0, -2) entonces distancia focal c =4 — 0 = 4.
Ahora calculamos b: b* =a® —-c¢® reemplazando: b* =5°-4* =25-16=9
Como ya se tienen los datos necesarios, se reemplaza en la formula.

Por los datos dados en el problema, la ecuacion es de la forma:
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(-, (y+2)f _,
25 9

En seguida procedemos a buscar la ecuacion general: identifiquemos el comun denominador:

_1)2 2
225. entonces: 9(x 4) gzis(y * 2) =l== 9(x - 4)2 + 25(y + 2)2 =225
Desarrollando los productos notables:

9(x® —-8x+16) + 25(y* + 4y + 4) = 225=>=> 9x* — 72x + 144+ 25y* + 100y +100= 225
Igualando a cero: 9x* + 25y? — 72x+100y + 244 = 225== 9x* + 25y* = 72x+100y +19=0

En la ecuacion se observa que a =9 y b = 25, son diferentes y de igual signo, luego corresponde a
una elipse, como se dicen en la definicion. Ademas como c y d son diferentes de cero, el centro de la
elipse esta fuera del origen de coordenadas.

Ejemplo 274:

Dada la ecuacién 5x* + 4y? —30x +16y + 41=0. Identificar los parametros y hacer un bosquejo de la
gréfica.

Solucion:

Comoa=5 y b=4ycon signos iguales, corresponde a una elipse. Para identificar los pardmetros,
se debe llevar de la ecuacién general a la candnica, para esto, se agrupan las variables:

(5x* - 30x) + (4y” +16y) = -41
Factorizamos para obtener la variable al cuadrado con coeficiente uno.
5(x? = 6X) + 4(y’ + 4y) =-41

Completamos cuadrados en ambas variables. Recordemos que esto se hace dividiendo el coeficiente
de la variable lineal en 2 y elevando al cuadrado.

5(x? ~6x+(90)%) + 4(y? + 4y + (4)?) = -41+5(80)% + 4(%))?

Recordemos que lo adicionado a un lado, se debe adicionar al otro lado de la ecuacién, para que esta
no se altere. Operando:

5(x* —=6x+9) + 4(y® + 4y + 4) = -41+ 5(9) + 4(4)
5(x* —6x+9)+4(y* +4y+4) =20
Desarrollando los trinomios cuadrados perfectos: 5(x—3)* + 4(y +2)* = 20
_ ;2 2
5(x-3) N 4(y+2) _1
20 2C

Dividimos todo por 20, para que el cociente sea igual a uno.

_ ™2 2
(x-3*, (y+2° _,
5 2
La ultima ecuacion es la canénica. Recordemos que a > b, luego 5 x
> 4, entonces el eje mayor es paralelo al eje y. Centro: (3, -2). |

Como a:\/§:>:>2a:2\/§ b:ﬁ::zb:4

Simplificando:

c®=a*-b*=5-4=1
Distancia focal: c =1 6
Focos: (3,-1) y F*(3,-3)
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LA PARABOLA:

El procedimiento para obtener la ecuacion general de la parabola es similar al realizado en los casos
anteriores.

DEFINICION:

Toda ecuacion de la formax® + by” + cx+dy+k =0 corresponde a una
parabola, siempre y cuanda=0 6 b=0.

Si c y d son cero, el vértice de la parabola astal erigen de coordenadas.

Ejemplo 275:
Sea la parabola con ecuacion canodnica: (y - 3)2 = 18(x + 3) Hallar la ecuacion general.

Solucion:
Desarrollamos el producto notable. y* — 6y +9 =18x +54
Igualamos todo a cero. y* -6y -18x+9-54=0== y* -6y—-18x—-45=0

En este caso, a=0 y b =1, ya que no aparece término en x 2. Como c=-18 y d = -6, el vértice de
la parabola esta fuera del origen.

Ejemplo 276:
Hallar la ecuacion general de la parabola con vértice en (-2, 2) y foco en (0, 2).

Solucioén:
Primero debemos obtener la ecuacién canonica. Como el vértice y foco coinciden sobre el eje X,

entonces la parabola tendra como ecuacion canoénica: (y - k)2 =4p(x-—h)

La distancia focal p = 0 — (-2) = 2. Entonces reemplazando: (y—2)2 = 4(2)(x—(—2))::>(y—2)2 =8x+2)
Operando la Gltima ecuacion, se obtiene la general. y* —4y +4=8x+16

Reorganizando los términos: y*> -4y -8x+4-16=0=>= y*-4y-8x-12=0

Para este caso: a=0 y b=1. Como cy d son diferentes de cero, el vértice esta fuera del origen de
coordenadas.

Ejemplo 277:

Dada la ecuacion de la parabola: x> —6x—12y+33= 0 Identificar los parametros y hacer un bosquejo
de la grafica.

] 15
Solucién:

10
Debemos transformar la ecuacion general en la canonica, lo
gque se hace agrupando las variables y completando
cuadrados donde se requiera.

5w FGEI)

(3, 2)

(x> -6X)—12y+33=0== (X* —-6x+9) -12y +33=9
(x-3)2 =12y -33+9== (x-3)* =12y -24 e
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Ajustando la dltima ecuacion a la forma canénica:
(x-3)* =12y -2)

4p =12, entonces: p =3

LA HIPERBOLA:

Siguiendo los mismos argumentos utilizados en los casos anteriores:

DEFINICION:

Toda ecuacion de la formax® + by® + cx+dy+k = 0 corresponde a una
Hipérbola, siempre y cuanda#0 b#0 a#b ademas, debe tener signos
contrarios. Cuando y/ o d son diferentes de cero, el centro de la hipéresta
fuera del origen de coordenadas.

Ejemplo 278:

. . - x+2)" (y-2) " y
Sea la ecuacion canodnica de la hipérbola: ( ) - (y 5 ) =1 Identificar la ecuacion general.

Solucion:
De la ecuacion candnica, buscamos el divisor comln que para este caso es 6 y desarrollamos asi:

3x+2) -(y-2)
6

Desarrollamos los paréntesis:

3(X* +4x+4)—(y* -4y +4) =6 == 3x* +12x+12-y* +4y-4-6=0

Reorganizando se obtiene la ecuacion:

3X* - y? +12x+4y+12-4-6=0=>=3x" - y* +12x+4y+2=0

En la dltima ecuacion se observaquea=3 y b=-1. ¢=12 yd=4, comocyd son diferentes de

cero, el centro de la hipérbola esta fuera del origen de coordenadas.

=1=>=3(x+2)° - (y-2)* =6

Ejemplo 279:
Encontrar la ecuacion general de la hipérbola que tiene focos en (¢4, 0) ya = 2.

Solucién:
Segln los datos c=4 y a=2. Entonces: b?=c’-a®>=16-4=12
El centro estd en (0, 0). El vértice V (£ 2, 0). El eje trasverso esy =0
(x=h)? _(y-k) _

Y -1

—0N)? —n\? 2 2
(=0 _(y=0F _,__ ¥ _ ¥ _,
12 4 12

La ecuacion es de la forma:

Reemplazando:

A partir de ésta, se puede obtener la ecuacion general.
(x)° (v 3 -y
4 12 12
Finalmente: 3x*-y? =12==3x*-y*-12=0

=l== =1=>=3x*-y* =12
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Vemos que a=3, b=-1. Eneste casoc =0yd =0, entonces el centro estara en el origen de
coordenadas.

3xf -yf-12=0

-4

-5

Leccién Cuarenta y cinco:  Aplicacion de la Geometria Analitica

La geometria analitica es una fuerte herramienta mateméatica para resolver problemas de las diversas
areas del conocimiento. Inicialmente es pertinente tener en cuenta los principios y caracteristicas de
cada figura, con el fin de saber cual utilizar segun el problema presentado. Los ejemplos que se
proponen solo son una motivacion para que con buenos argumentos matematicos, buen razonamiento
y ante todo buen sentido légico, se pueda resolver problemas donde la geometria analitica es
protagonista.

A continuacion se dan algunos lineamientos que pueden servir para resolver problemas de Geometria
Analitica.

1. Leer el problema las veces que sea necesario hasta entender que se debe hacer y como

hacerlo.

2. Determinar la figura que méas se adapta al problema, identificando los datos dados y los datos a
calcular.

3. Encajar los datos; segun el problema, en la ecuacién pertinente para realizar las operaciones
requeridas.

4. Obtener el valor a las preguntas planteadas y asi resolver el problema.
Ejemplo 280:

Se desea construir una ventana de forma semicircular, cuya base debe medir 2 metros. ¢Cuéanto
material se requiere para el contorno de la misma?

Solucién:

De forma semicircular significa media circunferencia. Asi el material requerido es para la mitad de una
circunferencia mas la base que ya se sabe su longitud.

Longitud de la circunferencia: L =27/R
El diametroes D =2, luego R = 1.
Entonces: L =27(1) =27

Pero es media circunferencia, asi: L =7

| 3 metros El contorno para hacer la ventana requiere
| 1 (n+2) metros.
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Ejemplo 281:

En la tabla adjunta se muestra los datos de los costos de X (Afios) Y (Costo)
publicidad de 10 segundos en miles de pesos, en un horario de 1980 315
mediana sintonia.
1984 385

32toltsllentlf|car el grafico que muestra el comportamiento de los 1987 280
b-) Obtener el modelo mateméatico mas adecuado segun el 1991 550
grafico obtenido.
c-) Con el modelo obtenido, pronosticar el valor de la publicidad 1995 625
para los afios 1.982 y 1.994 2000 695
Solucion:
a-)

700 .

600 ‘

.

500 ‘

g400 3

2 &

1975 1980 1985 1990 1995
ANOS

2000

2005

b-) Segln la grafica se observa que la tendencia de los datos en a una recta, luego el modelo que

vamos a disefiar es el de unarecta. Y = mMX+Db

Lo primero que debemos hallar es la pendiente m. Veamos como se hace.

385-315 70
P, (1980, 315) y P,(1984,385). m =————— =—=175
2 ) v Pl » ™= 1os-108( 4
550-480 70
P3(1987, 480) y P,4(1991,550). m,=————=—=175
o )Y Pal > M =901 1087 4
695-625 _ 70
Ps (1995, 625) y Pg(2000,695). m, = —— = —=
s ) ¥ Pol M = 00(-109 ~ 5
Calculamos la pendiente promedio: m = 175+ 137’5+14 = 1633

Como ya tenemos la pendiente, ahora calculamos el valor de b que esta en la ecuacion.
y = 1633x+b, tomamos cualquier punto, digamos P; (1980, 315) luego:

315=1633(1980 +b == b =315-323334 = -320184
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Finalmente el modelo sera de la forma: y - 1633)( - 32-018;4

c-) Con el modelo obtenido:

Para el afio 1982. 'y =16.33(1982) —32.018,4 = 347 66
Para el afio 1994. Yy =16.33(1994) - 32.018,4 = 54364

Ejemplo 282:

El planeta Mercurio se mueve de forma eliptica alrededor del sol, con una excentricidad de 0,206. El
eje mayor es de 0,774 U. A. (Unidades Astronémicas), ¢ Cudl sera la distancia maxima entre Mercurio
y el Sol?

Solucion:

2 2
. - C a“+b -
Para la elipse la excentricidad es de la forma; e=— =~~~ Entonces: C = a& * €
a a
El sol esta ubicado en el foco F. Como 2a = 0,774 U. A. Entonces a = 0,387 U. A. Para calcular c
podemos aplicar la férmula de excentricidad. c = a*e = 0,387 x 0,206 = 0,0797
La mayor distancia entre el sol y mercurio es FV’; es decir, a+c

Asi distancia maxima: 0,387 + 0,079 = 0,466 U. A.
¥

v F F VX

Y i
¥

\m

Ejemplo 283:

Las sefiales de un satélite son recibidas en una antena parabdlica y reflejada en un solo punto, donde
estd ubicado el receptor de sefiales. La antena mide 6 metros de diametros y 2,8 metros de
profundidad. ¢ En qué posicion se debe colocar el receptor tomando como base el vértice del disco.

Solucion:

La figura nos ilustra el proceso.

(3,2.8)

La ecuacion que se adapta a la figura es de la forma:
x* = 4py

Con el punto que se conoce se reemplaza en la
ecuacion: (3)° =4p(28)

Despejamos P para obtener: P = 0,8035
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Como p es la distancia focal, entonces el foco se debe colocar a 0,8035 metros del vértice de la
antena.

Ejemplo 284:

Un puente esta construido en forma semieliptica, cuya extension es de 40 metros y altura maxima de 8
metros. ¢ Cudl sera la altura del puente a 10 y 15 metros del centro del mismo?

Solucién

(10, ¥)
(15,¥)

& metros

40 metros 10 15

2 2
La ecuacion que se requiere es de la forma: — + Y - 1

Como 2a =40, entonces a =20. Por otro lado: b = 8, se puede observar en la figura.
2 2

Entonces la ecuacion que gobierna la forma del puente es: — +3 = 1

40C 64
- Para hallar la altura a 10 metros del centro, se reemplaza el valor de x en la ecuacion y se despeja el
valor dey.

2 2
0)° \ ¥ _ gy y2- 64(1— 1] = 192 Despejando y: 192 = /48 = 4+/3 = 6928
400 64 4)” 2

- De la misma manera que el caso anterior, la altura a 15 metros.

1120
5)° 1o ys 64(1_@j _ 64(175) 11200 = J28= 5201
400 64 400 400) " 400
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EJERCICIOS

Dada la ecuacién de segundo grado, identificar los parametros y un bosquejo de la gréfica.

1. y>-4y-2x+4=0 Rta: Parabola. V(-4, 2) F(-7/2, 2) Eje:y = 2
Directriz: x = -9/2

2. X*+y?—-4x+6y-36=0 Rta: Circunferencia. C(2, -3)yR =7
3. y? —4x* -16x-2y-19=0 Rta: Hipérbola. C(-2, 1), V(-2, 3) y V((-2, 1)
F(-21£+/5)

4. 25x% + 4y? — 250k — 16y + 541=0 Rta: Elipse. C(5, 2), V(5, 245), F (52++/21)

Q

5. 2x%> +2y* —12x+4y-15=0 Rta: Circunferencia. C(3, -1), R= 1/%5
6. Un rayo de luz es emanado del foco de una parabola, cuya ecuacion es x* +y—-4=0, éste toca

con la parédbola en el punto p(-1, 3) ¢Cual seré la ecuacion del rayo de luz?

Rta: 4y—-3x-15=0

7. La superficie que describe la tierra tiene una ecuacion de la forma x* + y* + 2x+4y-4091=0. Un

Satélite da vueltas a la tierra en forma circular a 0,6 unidades por encima de ésta. ¢Cudl sera la
ecuacion de la orbita del satélite’

Rta: x* +y? +2x+4y—-4168=0
8. Un puente esta construido en forma de arco semieliptico, su extensién es de 120 metros y la altura
maxima del puente es de 25 metros. ¢ Cuél sera la altura del arco a 50 metros del centro del puente.

Rta: 13,82 metros

9. Una pista para Atletismo tiene forma eliptica, la distancia focal es de 40 metros y la longitud del eje
menor que pasa por el centro es de 60 metros. jCual es la longitud del eje mayor?

Rta: 100 metros
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CAPITULO OCHO: LAS SUMATORIAS Y PRODCUTORIAS 2 X

INTRODUCCION

Dentro del estudio de muchos fenémenos de la naturaleza, la formulacion del modelo que describe el
comportamiento del mismo, puede estar bajo el uso de variables discretas, siendo las sumatorias un
insumo fundamental. Las sumatorias son procesos matematicos muy particulares de gran utilidad en
ciencias estadisticas, ciencias econdémicas y otros. Aun en los fundamentos de Calculo Integral, las
sumatorias son un insumo basico, es comun hablar de las muy nombradas Sumas de Riemman, como
la base de las integrales definidas. En el analisis de series las sumatorias son el pan de cada dia. En
fin se puede observar que las sumatorias tienen gran utilidad en el mundo de las mateméticas.

La idea de proponer es estudio de las Sumatorias, es con el fin de poderlas utilizar en tematicas que
las requieran y que a veces por falta de las mismas, los procesos se detienen un poco y a veces se
complican para los estudiantes.

La productoria es un operador matematico muy especifico, de gran utilidad en ciencias estadisticas,
ciencias econdmicas y otros, no se conoce un compendio especifico para este operador, solo se dan
apartes en cursos donde es necesario utilizarlo. Por esto se considerd pertinente darle ese espacio
gue merece dicha tematica.

El operador productoria no es muy conocido, tal vez porque su utilidad es muy limitada, sin embargo
este operador es fundamental en muchos temas de matematicas, por decir un caso “El Factorial”
utilizado en estadistica para las técnicas de conteo y en Algebra para el desarrollo de la expansion
binomial. Esto es suficiente justificacion para que se deba analizar este operador matematico.

Se ha utilizado un lenguaje muy sencillo y didactico para que usted estimado estudiante, pueda
comprender e interiorizar los principios sobre estas dos teméticas.
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LA SUMATORIA

a+ k

s = > n,

Leccion Cuarenta y seis: Fundamentacion de sumatoria .

Para denotar la sumatoria se utiliza la letra griega sigma Z que corresponde a la letra s en el
alfabeto espafiol. La notacion se puede generalizar de la siguiente manera:

S = La magnitud de la operacién sumatoria

i = El indice de la suma, éste varia de a hasta a + k.

a = Término inicial de la sumatoria. (Limite inferior)

a + k = Término final de la sumatoria. (Limite superior)
n;= Valor del término en el punto i.

k = Cantidad de términos a operar en la sumatoria.

Existe un caso particular de sumatoria en donde el limite superior es infinito, mas conocidas como
series, cuya simbologia es:

I=a

La tematica de series serd abordada en cursos superiores, aqui solo se busca que se conozca cual es
su raiz, las sumatorias.

Para operar sumatorias es pertinente comprender en primera instancia, los términos a operar y el
3

indice de los mismos. Por ejemplo si deseamos operar Zai Lo que se dice es que debemos tomar
i=1

los términos desde uno hasta tres (Limite inferior: i = 1, Limite superior: i = 3) para los valores de a 'y

3
sumarlos. Entonces: Za1. =a, ta, ta,
i=1
5
Otro caso que nos puede ambientar las sumatorias: Se desea operar: Z ab
i=3

El problema nos plantea que debemos sumar el producto ab, que van desde tres hasta cinco.

5
Veamos: Y gb = ab; +a,b, + ab;

i=3

Resumiendo los dos casos, se observa que los términos se suman desde el limite inferior hasta el
limite superior.

Ejemplo 285:
Hallar la suma de los siguientes términos. D = 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16.

Solucion:

8
Se expresa analiticamente el problema. S= Zai Donde a ; = 2n; Es la forma de expresar los
i=1

enteros pares positivos. S = 28: 2n, =2() +2(2) + 2(3) + 2(4) + 2(5) + 2(6) + 2(7) + 2(8)

i=1
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8
Operando: S:Z:Zni =2+4+6+8+10+12+14+16=72

i=1

Ejemplo 286:
Segun la figura, cuantos cubos hay en la i
organizacion dada por la piramide.

<H_W/>
Solucién:
Se observa que en cada fila se tiene el cuadrado \\\_&//
de la cantidad presentada. Planteemos =
matematicamente el caso: \\\/
S=1+2*+3° +4% +5° .y -
Aplicando la nomenclatura de sumatorias. I

5
s=Yi
i=1

5

Desarrollando la sumatoria. S = Z i2=12+22+3°+4°+5° =1+4+9+16+25=55
i=1

En la pirdmide se tienen 55 cubos.

Ejemplo 287:
6
Resolver la siguiente operacion. Z 5
i=1
Solucion:

Lo que plantea la sumatoria es que se debe sumar el cinco, seis veces.

6
> 5=5+5+5+5+5+5=30

i=1
Ejemplo 288:

.
Resolver la siguiente sumatoria. Z (2 +2

i=1
Solucion:

Como en los casos anteriores, se debe sumar los términos desde 1 hasta 7.
7
> (@ +2)=(20) + 2)+(2(2) + 2) + (23) + 2) + (2(4) + 2) + (2(5) + 2) + (2(6) + 2) + (2(7) + 2)
i=1
.
Operando: z (21+2)=4+6+8+10+12+14+16=70
i=1

7
Por consiguiente: » (2i +2) =70

i=1

En los ejemplos se observa que las operaciones son extensas, para simplificarlas, existen algunos
teoremas y propiedades que permiten aceleran los calculos.
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TEOREMAS:

TEOREMA 1:

n

c=n*c Parai€ Z' y c = constante
i=1

Demostracion:

Sea c una constante, como la sumatoria varia de uno hasta n, esto indica que se debe sumar n veces
la constante.

n
Y c=c+c+c+..n.vecessn*c
i=1

TEOREMA 2:
Zizw Parar€Z" y i=1,23,..,n

i=1

Demostracion:

La demostracion se le atribuye al gran matematico Gauss (1.777 — 1.855).
Primero sumamos en forma ascendente.

Zn:i =1+2+3+4+..+(n-2)+(n-1) +n

(Itzémo la suma es conmutativa, sumamos en forma descendente.
Zn:i =n+(n-)+(n-2)+...+3+2+1

:ﬁora sumemos las dos ecuaciones anteriores.

Zii =(n+)+(2+n-)+@B+n-2)+...+ (2+n-1) +(n+1)

i=1

Simplificando: ZZn:i =(n+)+(n+)+(n+D)+..+(n+D)+(n+2)

i=1

n
Se observa que se debe sumar n veces el término (n + 1), entonces: ZZi =n*(n+1)
i=1

- o _nh*(n+1
Despejamos la sumatoria. Y i :%
i=1

Asi queda demostrado el teorema No 2.

Forma Alternativa del teorema 2. n 1 1
Yi==n’+Zn
2 2

i=1
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TEOREMA 3:
Zn:iz _n(n+hH(2n+1)
— 6

Para 1€ Z*

Demostracion:

Se deja como investigacion para hacerla en forma individual y compartir con el grupo colaborativo.

Forma Alternativa del teorema 3. n

TEOREMA 4:

m m n-1

A F2 : 2
217 =2 17 =2 1" paran<m
i=n i=1 i=1

Demostracion:

Investigar con el grupo colaborativo y compartir con el Tutor.

TEOREMA 5:
2
ol n(n+1
Zﬁ:(—( )] Para € Z*
=1 2

Demostracion:

Investigar con el grupo colaborativo y compartir con el Tutor.

Forma alternativa del teorema 5: n 1 , 1,
4

TEOREMA 6:

Z”: . n(n+2)(2n+1)(3n* +3n-1)

Para & Z*
= 30

Demostracion:

Investigar con el grupo colaborativo y compartir con el Tutor.
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A continuacién vamos a interiorizar los teoremas dados anteriormente, por medio de algunos ejemplos
modelos.

Ejemplo 289:
4
Resolver: Zi

i=1
Solucion:

4
Segun el teorema No 1: Zi = n(n2+ D = 4(42+ ) :%)
i=1

=10

Ejemplo 290:
5
Resolver: Zi2

i=1
Solucion:

5
Por el teorema No 2, desarrollamos el problema. Ziz = r(n+])6(2n+il) = 5(5+D(§*5+D :5*(;*11= 55
i=1

Ejemplo 291:

8
Cudl sera el valor de: z i3

i=1
Solucion:

8
Por el teorema No 5 se puede resolver. Zi3 =
i=1

2 2 2
nn+1 8B8+1 72° 5184
—( ) = 6+1) =—= = 1296
2 2 2

Los teoremas propuestos, simplifican los calculos en términos de operar sumatorias, lo importante no
es aprender el orden de los mismos, sino su principio y utilidad en un momento que se requiera. Con
muchos ejercicios se fortalece esta premisa.

Leccion Cuarenta y siete: Propiedades y Operaciones de las Sumatorias
Las sumatorias tienen propiedades, que también permiten resolverlas de una manera mas analitica.

Las demostraciones se pueden hacer por Induccién matematica, lo cual seria pertinente investigar,
pero por las metas del curso, éstas se omiten, ya que lo importante es utilizarlas adecuadamente.

Propiedad 1:

n n
Z Cl= CZ' Para ¢ = constante y€rz"
i=1 i=1

Propiedad 2:

> 2i=n(n+1) Para @Z*

i=1

Esta propiedad es consecuencia del teorema No 2.
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Propiedad 3:

ii:(p+q)(q—p+1)
2 Parap<q y @Z"

i=p

Esta propiedad nos permite resolver sumatorias partiendo de cualquier valor inicial i diferente de uno.

Propiedad 4:

Zk:(m_n"'l)*k Paran<m y @Z'

i=n

Esta propiedad es analoga al teorema No 1, solo que aqui los términos comienzan en un valor
diferente de uno.

Propiedad 5:

Z”:(iz +i)= n(n+1)(n+2)

3 Para &€ Z

Propiedad 6:

Zn: t 0" Para 627
; T ara
~i2+] n+1

Veamos algunos ejemplos de aplicacion de estas propiedades.

Ejemplo 292:
6
Resolver )" 2i

i=1
Solucién:

Este ejemplo se puede resolver aplicando las propiedades uno 6 dos. Resolvamosla por los dos
caminos:

6
- Por la propiedad uno:  2) i = ZM

i=1

6
-Por la propiedad dos. » 2i = 6(6+1) =42

i=1

= 6(6+1) = 42
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Ejemplo 293:
7

Hallar la sumatoria siguiente: Z |
i=4

Solucion:
7 . + —_ + *
La propiedad No 3 nos permite resolver este problema. ZI = 4 7)(; 4+1) = 112 4 =22
i=4
Ejemplo 294
10 1
Resolver: PP
' ;1 (1 +1)
Solucion:
0 1 10 10

Por la propiedad No 6 se puede resolver este problema. = =
Prop P P iZ;i(i+1) 10+1 11

Para interiorizar las propiedades de sumatorias, lo mas pertinente es resolver diversos ejercicios, por
lo cual se recomienda que usted estimado estudiante proponga ejercicios y los resuelva en grupo
colaborativo, esto les dard mucha riqueza en términos de sumatorias.

OPERACIONES CON SUMATORIAS:

La sumatoria es un operador que se puede utilizar para suma y resta de términos, segun los siguientes
principios.

SUMA:

1._Zn(ai+bi):_znai+_znbi

Este principio nos permite deducir que la sumatoria de una suma, es igual a la suma de la sumatoria
de los términos. Lo anterior se puede hacer extensivo a mas de dos términos.

RESTA:

2. i(ai_bi):iai_ibi

En este caso se puede decir que la sumatoria de una diferencia, es igual a la diferencia de la
sumatoria de los términos.

Ejemplo 295:
8
Resolver: )" (4i +3)
i=1
Solucién:

Con las propiedades y teoremas estudiados, podemos resolver este ejemplo, veamos:
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8 8 8
Por el principios de la suma. Z (4i + 3) = Z 4i + Z 3

i=1 =1 i=1

8 8 8
Por la propiedad No 1y el teorema No 1. Z 4i + Z 3= 42 i +8*3
= i=1 =

8
Desarrollando: 42 i +8*3= 4(@) +24=2*72+24=168
i=1
Ejemplo 296:
5
Resolver: Y’ (5i% = 7i)

i=1

Solucién:
5 - 2 - 5 - 2 5 -
Inicialmente por el principio de la diferencia. Z (Gi°-7i) = Z ol ° - Z 7
i=1 i=1 i=
5 . 5 . 5 . 5 .
Ahora aplicando la propiedad No 1. Z 5i% - Z 71 = 52 i?- 72 i
i=1 i=1 i=1 i=1

Aplicando el teorema dos y tres: 5(

5(5+1)(2*5+1)j_7(5(5+1)]
6 2

330 30
Desarrollando: 5( ] 7( 5 ] 275 -105 Finalmente: Z (5i* - 7i) =170

6 i=1
Ejemplo 297:
- 2
Resolver: Z(xij - ij)
i=1
Solucion:

Se observa que la sumatoria esta sobre el subindice i, en este casoj seria una constante, entonces:

ZN:(Xij ~ X )2 :(Xii ~X )2 +(ij =X )2 +(ij ~X, )2 +...+(le- ~ X )2

i=1

Con este ejemplo es pertinente aclarar dos situaciones:

i=1

1.

n

(e

i=1 i=1
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Ejemplo 298:

3 3 2
Resolver: > x? 'y (inj

i=1
Solucion:

3
Para el primer caso: Z x> =X +X + X2

i=1

3 2
Para el segundo caso: [Z xij = (x1 +X, + X3)2

i=1

2 2 2 2
Evidentemente: X1 + Xz + X3 7 (X1 + X2 + XB)

LA MEDIA ARITMETICA:

Un ejemplo vivo del uso de las sumatorias es la muy conocida Media Aritmética o Promedio, término

muy utilizado en Estadistica.

T . 1 n
Por definicion: X = _Z X,
n i=1

A partir de la anterior, se pueden obtener dos ecuaciones alternas.

e < 1
nx-Zxi y —§Z X,
i=1 i=1

Ejemplo 299:

n

Demostrar que » (% —X)=0
x=1

Solucion:

Por el principio de la resta: Zn: (xi - X) = Zn: (xi ) - Zn: ()‘()

x=1

Reemplazando en las ecuaciones alternas y utilizando las propiedades respectivas.

> (x)-3 (%)= ¢~ =0

x=1 x=1

Ejemplo 300:

Demostrar: i(xi -x)’ = i X7 = nx*
Solucion: - -

n

Desarrollando el producto notable: Z(xi - i)
i=1

x=1

2 :i(xi2 —2>gi+iz)

i=1
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n n

Por el principio de suma y resta. Zn: (Xi2 —-2xX+ X2) = Z (Xiz)_ Z (2Xi X) + Zn: (22)

i=1 i=1 i=1 i=1

Aplicando la propiedad No 1: i (Xiz)— Y (2 X; Y)+ Y (Yz): Zn: Xi2 - 272 X, + z X2

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Ahora por el teorema No 1: inz —ZT(Z)Q +Z:)_(2 = inz - 2%X(IX) + rx* =Z)g2 —2rix? + x?

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n n
. 2 _org? 4 o2 =N y? _ g2
Finalmente: )X —2MK* +1X* = > x* =X
i=1 B

DOBLE SUMATORIA:

En situaciones encontradas de Algebra Lineal, Economia, Estadistica y otras ciencias, se presentan
casos donde se debe hacer la suma de n sumas. Dicho de otra forma, sumatorias de series de
sumatorias.

En este espacio vamos a analizar la doble sumatoria, la cual se puede expresar de la siguiente
manera.

n

m n n n n
Z( aijJ:Zail+zai2+zai3+'"+zaim
=1 i=1 i=1 i=1 i

i=1 i

Resumiendo: Zn: a, + Zn: a, + Zn: Qg+ ..+ A, = Zm: (Zn: aijj
i=1 i i=1

i=1 i=1
n m m n
Lo anterior muestra que para este tipo de sumatorias: Z Z a; | = Z Z a;
= 5 . .

Como conclusion, podemos decir que en una doble sumatoria finita, el orden del operador es
irrelevante; es decir, no afecta la operacion en su resultado.

Ejemplo 301:
3 4

Hallar el valor de la siguiente operacion. z (z (i +2] )j
i=1 \_j=1

Solucioén:

Primero hacemos la sumatoria sobre j:

g[(i +2)+(i +22) +(i + 203) +(i + 20)| =[(i +2) +(i +4) +(i +6) +(i +8)]

cpernt Y, =[(1+2)+(+4)+(+6)+(+8]=3 i +20

i=1
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3

En seguida hacemos la sumatoria sobre i: Z (4i+20 = (4(1) + 20) + (4(2) + 20) + (4(3) + 20)

i=1

3
Finalmente: > (i (i + 2j)j =24 +28+32=84
=1\ j=1

Ejemplo 302:
4 3 . )
Desarrollar: Z (I * 3 )

i=1 j=1

Solucién:

Al igual que en el caso anterior, operamos sobre j primero.

4 4 4
S fi*a+ixs2+i*3®]=3 [63i +9i+27i]= > 39i
i=1 i=1 i=1

Ahora hacemos la operacion sobre .

4
" 30i =[39(1) +39(2) +39(3) + 39(4)] = 39 + 78 +117 +156 = 390
i=1

Ejemplo 303:
4 2 J * | 2
Resolver: ' ( : j
=2 =1\ ) T
Solucioén:

- 2 - 2 . 2 . 2
Se opera sobre i primero. i TR I O ™ = 24: ] L[ 2]
2| L] +1 j+2 ~Lj+1 j+2

Operando y simplificando. Z“: K%JZ +( .ZJZJZ} _ 24 {(. j21)2 + (.4j;)2:|
4 J+ J+ j=2 J+ J+

i=2

Ahora se opera sobre j.

Z“: ji? + 4ij? _ 2° +4*22 + 3? +4*32 + 4? +4*42
=L(+r) (+2) ] [@+1f (+2) ] [(B+1) (+2)°] [(4+1) (4+2)
Desarrollando las potencias y productos, para luego sumar las fracciones.

4 16 9 36 16 64 13 801 544 5200 + 7209 + 8704
| S | = | ==+ + =
9 16 16 25 25 36 9 400 225 3600

: : , 4 G ] 21113
Operando las fracciones se obtiene finalmente. Z z — = =
TR A IR 3600

Algunas de las aplicaciones de la sumatoria esta el desarrollo de la expansién binomial, dicho
algebraicamente los productos notables.

@+b) =Y (Ua”‘kbk

k=0
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LA PRODUCTORIA M a.

Leccion Cuarenta y ocho: Fundamentacion de Productorias

Para denotar la productoria se utiliza la letra griega pi |‘|

La notacion se puede generalizar de la siguiente manera: =

P = La magnitud de la operacién productoria il
i = El indice del producto, éste varia de n hasta n + k.

n = Término inicial de la productoria. (Limite inferior)

n + k = Término final de la productoria. (Limite superior)

a ;= Valor del término en el punto i.

k = Cantidad de términos a operar en la productoria.

La formula establece que el operador productoria consiste en multiplicar los términos a ; dado que i
varia de n hasta n + k.

Se puede generalizar la definicién de la siguiente manera:
m

—_ * * * *
|_| a'i - an an+1 an+2 am Siendo n<m
=N

En este operador es importante identificar el nimero de factores, el cual se obtiene con la siguiente
relacion. m—-n+1

Ejemplo 304:

Dada la expresion: rl a, Desarrollar la productoria e identificar el nimero de términos.
i=1

Solucion:

4
La productoria se puede indicar asi: |_| a, =a, *a,*a;*a,
i=1

Ahora para identificar el nimero de términos, aungque se ven explicitamente, con la férmula:
m-n+1:4—-1+1=4. Efectivamente hay 4 términos en la expansion.

Ejemplo 305:
5 .
j
Calcular: I_l 2
j=1
Solucién:

] 21 = 21x22% 23 %x 24 x 95

La extension de la productoria. I_l
j=1
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Desarrollando: I_l 2/ =2*4*8*16*32 = 32.768

j=1

Ahora determinemos el nUmero de términos: m—n+1=5-1+1=5.

Ejemplo 306.

6 k 2
Desarrollar: L_'
Lk +1

Solucién:

6 k2 32 42 52 62
La expansion. L_l =
L,ik+1 3+1 4 +1 5+1 6 +1

. k 2 _[9}(16 j[ZS j[36j_ 2160 _ 1.080
Operando: = — = =
l:I3 k +1 4 5 6 7 114 7

El nimero de factores: m—n + 1: 6 — 3 + 1 = 4, los cuales se observan en la operacion.

Leccion Cuarenta y nueve: Propiedades de las Productorias

Al igual que las sumatorias, las productorias tienen algunas propiedades, que permiten desarrollar

productorias de una manera mas agil.

Propiedad 1:

|_| |—n| Para k = constante yenz*

La siguiente propiedad, hace referencia a la productoria del producto.

Propiedad 2:

M memn®l= | IOl A ol [ holl

También es pertinente la propiedad de cociente. La propiedad expresa que la productoria de un

cociente, es igual al cociente de la productoria.

Propiedad 3:

n

” (f(i)] o Para[] g (i) # o
+ Lg (i) | =1

M o

i=1
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Existe una propiedad de los logaritmos que esta relacionado con las productorias.

Propiedad 4:

oa | [ 0] - 3 s 0

Ejemplo 307:
6
Desarrollar 21
i=1
Solucién:
2 6 6
Haciendo la expansion: |_| 21 =2 =2 (l* 2*3*4*5* 6)
i=1 i=1

Desarrollando: 2° (1* 2* 3* 4* 5* )= 46.080

Ejemplo 308:
3
Desarrollar: LOQ |_| (3k)
k=1
Solucioén:

3 3
Por la propiedad 1: Log L_l (3k) = Log 3° L_l (k)
=1 =1

3
Desarrollando la productoria: I—og 33 D (k) = I—Og 33 (1* 2% 3)
=1

Operando: Log 3*6 = Log 27*6 = Log (162)
Finalmente: Log (162) = 2,209

Calculo de Productorias:

Para desarrollar las productorias existen algunas férmulas que nos permiten resolverlas de una

manera mas agil.

1. n 2. n
k = k" i = n!
|i_:|l |i_:|l
3. 4. n
no . _(n+ p)! . _ n!
[]@+P="5 AT
Para p una constante Para m<sn
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Ejemplo 309:
6

Hallar: |_| p
i=1

Solucién:

Aplicando las propiedades se obtiene. |_| P
i=1

Ejemplo 310:
5
Hallar el valor de: |_| K
k=1

Solucion:

5
Utilizando las propiedades, desarrollamos el problema. L_l k =5l=5*4*3*2*1=120
=1

I
©

Ejemplo 311:
7
Resolver: |_| |
i=3
Solucioén:
7 1 1 * * * * * *
I_l i:L:L:7 6*5*4*3* 2 1:2520
i =3 (3 -1)! 2! 2*1
Ejemplo 312:
m iZ
Resolver: I:! (W]
Solucioén:
Desarrollemos la expansion.
m i 2 n? (n+1)% _ (n+2)? (m-1)2 m?
I_I — * * * ok *
-\ (i +1)%) (n+1)® (n+2)° (n+3)° m? (m+1)°

Simplificando términos semejantes se obtiene.

m i2 _ nZ
L_! ((i +1)2j' (m+1)2

Ejemplo 313:
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4

Resolver: Z Log (4|)

i=1
Solucién:

Por la propiedad de equivalencia entre sumatorias y productorias, lo podemos desarrollar:

24: Log (4i) = Log |_4l 4i | = Log 44|_41 i | = Log[256(4!)]

i=1

Mas adelante se analizara el concepto de factorial, por ahora solo podemos decir que el factorial de 4
(4" es 4x3x2x1=24

Asi: Log [256 (41)] = Log [256 x24] = Log (6144 ) = 3,788
4

Por consiguiente: Z
i=1

Log (4i) 03,788

Leccion Cincuenta: El Factorial

El factorial es un concepto mateméatico, siendo una herramienta muy importante en campos como el
algebra, el calculo y la estadistica. Estas razones motivan el estudio de los factoriales.

El factorial o producto factorial de un ndmero, es una operacion que permite hacer productos
secuenciales cuando asi se requiera, tal es el caso del desarrollo de combinatorias en el calculo de
probabilidades, el desarrollo de la expansién binomial en los llamados productos notables y otros.

DEFINICION:
Para todo namero natural n, el factorial de n gsaducto de todos los
naturales desde 1 hasta n.

N=1x2x3x4X..x(n=1)xn

A partir de la definicion anterior, el factorial de un nimero se puede resumir de la siguiente manera:

Propiedades:
Dos propiedades importantes acerca de los factoriales:

1. Por definicion: 0! = 1
2. De la definicion se infiere: nl = n x (n - 1)!
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El operador factorial es pieza fundamental en analisis matematico, en las férmulas de Taylor y Mc
Laurin, como ejemplos de la utilidad de éste concepto matematico.

Ejemplo 314:

Hallar 3!

Solucion:

Por la definicion: 3'=1x2x3=6
Ejemplo 315:

Desarrollar 6!

Solucion:

6!=1x2x3x4x5x6=720

Ejercicios Diversos:

Con el fin de afianzar los temas de sumatorias y productorias, se presenta a continuacion ejemplos
diversos, para que usted estimado estudiante los analice y profundice en dichas tematicas.

Ejemplo 316:
6 .
=1
Calcular. 3
i=1
Solucioén:
Y 4 Sy p-2 6 _ 1 1 1
Aplicando el operador productoria: |_| 37 =3 7"X37°X..X3°’ = —X—X..X——
i=1 3 9 729
o _ 1 1 1 1
Finalmente: I_l 3 = X —X.. X = —
i=1 3 9 729 3

El nimero de factores: 6 —-1+1=6
Ejemplo 317:
7 5
2. 2. 32+ )
j=3 i=1
Solucién:

Vamos a desarrollar el ejemplo secuencialmente, deduzcan los principios aplicados. Primero hacemos
la operacion sobre el subindice mas interno, en este caso i.
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M-
N
p

M-

DM

i(ﬁinsi jj=z7(6[5(52—+1)}+3*5jj=j213(90 +15 j)

Ahora el operador sumatoria sobre el subindice méas externo, para este caso |j.
7

> (90 +1sj):_z7 (90)+Z7:15j :_27 (90)+15_z7 i

j=3

: — L. B (7+3)*(7-3+1)
Aplicando el operador: JZZS (90) + 1512:3 ] = [90(7 3+ 1)] + [15( 2 ﬂ

* —_
Por consiguiente: [90 (7-3+ 1)] + {15( (7+3) g 3+1) ﬂ = 450 + 375
7 5
Finalmente: > ' 3(2i + j) = 825
j=3 i=1
Ejemplo 318:
= i
D llar. .
esarrollar i|:__|2(| T 3j
Solucion:

Como el subindice va de —2 hasta 1, la secuencia no se restringe; es decir, la secuencias es valida en
dicho intervalo.

Enionces: sz(i : 3) i [—;fsj(—;isj[023j[1+13j

Operando: I_ll ( | j: (—2)(—%)(0)(%) =0

i=-2 I + 3

Ejemplo 319:
3 10 ,
Resolver: r! Z (201 -2)° - |)* I
izl j=6
Solucion:

Primero se resuelve la operacion interna, para este caso la sumatoria.

Eliﬁ(zoj—zjz—i)*i:ﬂ{i(zoj—zjz—i)*i}

i=6

En el paréntesis el que varia es |, luego i es constante, entonces:

347



ﬁ{ii(ZOj_zjz—i)}: :1 {i(iZOj—iﬂz‘iiH

j=6 j=6
Por la propiedad de la sumatoria de una constante por la variable:

i 10 10 10 3 10 10 5 10

|‘l i120> j-2> j2->0i :rl i120> -2/ > j2=> % =D
i=1 | =6 =6 =6 i= =6 j=1 j=1 =6
Ahora desarrollamos las sumatorias:

Iill i_ZE( L0+ 6)(:;0—6+1)j_2(10(10+1)6(2*10+1) _ 5(5+1)(62*5+1)j_ (10_6+1)i}

Operando: |31| i[800- 2(385-55) - (5i)] = ﬁ i[140-5i] = ﬁ [140i -5 2]

Aqui solo queda el operador productoria. Entonces:

ﬁ h4oi - 5i2] = la0 ) - 50)2 140 2) - 5(2)2 140 (3) - 53)?]

Desarrollando las operaciones: [140(1) - 5(1)? [[140(2) - 5(2)2 [140(3) - 5(3) | = [135][260]}375]

w

10
Finalmente: (20j-2j2-i)i=13162 500

1 j=6

Ejemplo 320:

Que valor debe tomar P en la siguiente expresion, para que se cumpla la igualdad.
P j i

£y i) -6

j=1 1= | +1

Solucién:

Desarrollando la productoria.

S ) - Syl L. 2 008 L 02,071, |
;(Jﬂ) JD(HJ 6==2(1+) J[1+1 2+1 3+1 7 j-1 ] j+1} °

j=1 J

Simplificando:

P 1.2 3 i-2.j-1. | P [
E 1)* * * * ok * * — 1)* il — | =
(i+1) JL+1 2+41 3+1 7 j-1 j+1} 2.(i+1) ’L‘+J °

j=

Se puede volver a simplificar: ZP:(j +l)* j{—} = ZP: ]=6

=1
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o P(P+1)
Por el desarrollo de sumatoria: Z ] = 6= —=6
j=1
Despejamos P: @2 6=>= P’+P=12== P?+P-12=0

Linealizando el polinomio: P>+ P —-12=0=>= (P+4)(P-3)=0
Los valores que puede tomarP:P=-4y P=3

Como valores negativos no se aceptan, entonces la solucion es P = 3.

Algunas utilidades que tiene las productorias:

1. En Estadistica es muy utilizada la llamada Formula de Stirling, cuando n es muy grande.

nt O m(g_j

2. Para desarrollar el binomio de Newton, los coeficientes de los términos del polinomio se desarrollan
como una combinatoria.

(a+b)" =" Jambo+| M lam 4| a4+ L+ " Jatrt+| " |athe
0 1 2 n-1 n

3. Las combinatorias permiten determinar la cantidad de elementos en un espacio muestral, para
resolver una expansion binomial, son algunas de las utilidades que tiene los factoriales.

ny) n!
Combinatoria: K - (n — k)I* k! Paranzk
Ejemplo 321:
6

Resolver: 2
Solucion:

6 _ 6! _ 720 _ 720 _ 15

2 (6 — 2)* 21 24 * 2 48

Ejemplo 322:
Resolver: (X + y)°

Solucion:

N R Y (] N Gt | R

(x+y)® =x>+5x*y +10x°y? +10x%y® + 5xy* + y°
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EJERCICIOS

Desarrollar el proceso para obtener las sumatorias propuestas.

n 1 1
- Rta: =(n*+n
15
2. Z J Rta: 114
j =
12
Z(k2 + k) Rta: 728
8
4. ), 12 Rta: 144
Resolver las siguientes dobles sumatorias.

5. IZ: ,-Z; (+21)(ji-1) Rta: 180

Desarrollar el operador indicado.

6. |‘| 2 Rta: 2'097.152

4 1+J
7. |_| (j+2} Rta:1/3

10
8. k Rta: 30.240
1%
20
9. G+ i) Rta: 1,2926x10%°
j=1
6 | 2 a 2
10. — Rta: 77— 7
I_J [ (i +1)2 ] (b +1)2

7 5
112_2(j+i) Rta: 225

i |_5| 3[2i + (-1 j] Rta: 2.835
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AUTOEVALUACION UNIDAD TRES

Para las ecuaciones dadas, hallar los parametros.

1. 2x+5y—-8=0

2.3x/4 —yl3=2
2 _1
" 3x-4y 3
4. Hallar la ecuacion de la recta observada en la gréfica:
y =]
6
2
| 4 y=x"t]
|
| 2
| |
| | x
-4 -2 1 2 4
-2

Para cada caso, determinar si las rectas son paralelas, perpendiculares u oblicuas.
5.3x+4y-9=0 y 3y-4x-10=0

6. 2x+3y=1 y x-2y=9
Resolver los problemas propuestos:

7. Una recta corta al eje x en 5 y es paralela a la recta 2x + y — 5 = 0. Cual ser{a su ecuacién

correspondiente.

8. Una recta cuya ecuacion es 5y — 4x — 20 = 0, limita un triangulo rectdngulo y con los ejes
coordenados jCual sera el area de dicho triangulo?

9. Hallar la ecuacion candnica y el valor de x de la circunferencia, la cual tiene diametro 10, para
por el punto (x, 4).

Encontrar la ecuacion de la elipse, a partir de los pardmetros dados:
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10. Focos: (O,i\/g) y el eje mayor mide 4

11. Determinar la excentricidad de los pontos 7.
A partir de los datos dados, hallar la ecuacion de la parabola, si: F(3, 2); D:y =- 2.

12. Determine la parabola y = ax? + bx + ¢, la cual pasa por los puntos: (1, 2), (-2, -7) y (2, -3).
13. Encontrar La ecuacién canoénica de la hipérbola, si Vértices(0, £6), Asintota y = i% X

14. A partir de la ecuacion dada, identificar los pardmetros y hacer un bosquejo de la gréfica.
x*-y?-25=0

15. El techo de un auditorio tiene forma hiperbdlica, la ecuacion que lo gobierna es de la forma:
y*>—x*> =25 Donde x e y estan en metros. ¢Cudl seré la altura de las paralelas exteriores que

sostienen el techo?. Ver la figura.

yg—;r“2 = 25

16. Dados los pardmetros de la circunferencia, hallar la ecuacion canoénica, si: centro (5, 6) y tangente
al eje x.

17. Para la ecuacion dada, hallar los parametros: 2x* +2y® —12x+8y-24=0

18. Un canal de conduccion de agua tiene forma semicircular, la profundidad en el centro del canal es
de 10 metros, ¢cual serd la ecuacion que describe el canal y cudl sera su profundidad a 4 metros del
borde?

19. Dada la siguiente ecuacién, identificar los parametros. 3x* + y> +18x+18=0

20. En un terreno rectangular de 6x3 metros, hay una pista para atletismo de forma eliptica, ésta toca
el centro de los lados del rectangulo. Cudl sera la ecuacién que gobierna la pista.
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21. A partir de la ecuacién dada, encontrar los parametros. —3y* =18y + 6x =0

22. El arco de la ventana de una iglesia tiene forma parabdlica, la altura del arco en el punto medio es
de 16 pies y el ancho de la base es de 7 pies. Se desea pasar una caja de forma rectangular a través
de la ventana. Si la caja tiene una altura de 12 pies. ¢ Cudal debe ser el maximo ancho de la caja para
gue pueda pasar por la ventana?

23. A partir de la ecuacion dada, identificar los parametros de la hipérbola:
4y? —x* +8y-6x-4=0

24. Centro (2, -1), Un foco (2, -3) Un vértice (2, -2)

Dada la ecuacion, identificar los pardmetros.

25. 6Xx* —2y* +8y-12x=0

26. X +4x+8y-4=0

27. X* +2y* +2x—-20y+43=0

28. En el punto p (-2, 200) se produce una explosion, el sonido hace eco en un acantilado ubicado en
g (2, 200). Una persona ubicada en el punto r (X, y) escucha el eco 6 segundos después de oir la
explosién. ¢ Cual sera la ecuacion de la curva para el punto r (x, y) donde se encuentra la persona?

La distancia se da en pies y el sonido viaja a 1.100 pie/seg.

29. Un disco receptor de sonido esta disefiado de forma parabdlica, el foco esta a 5 cm. Del vértice
¢cudl sera el ancho del disco si la profundidad es de 2 cm.

Realizar la operacion indicada.

8
30. Z6i4
i=1
31. i p*
p=5
5 3 ) _ .
W CRIENY
i=0 j=2
4
33. 8 X,
=1
3 i-1 | k
34. IZ:; _ Z:l W Rta:4/3
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LABORATORIO

Geometria Analitica:

Como siempre primero reseteamos la hoja: Resert, para comenzar. Luego cargamos los
paquetes: with(geometry), enter. with(plottools), enter. Luego with(plots), enter. Listo. A
partir de este momento podemos trabajar con cualquiera de las conicas.

_ 2 _ 2
1. Elipse: La forma candnica de la elipse: (X zh) +(yb2k) =1
a

Para el ejemplo se observa la grafica:

2 2 2 2
ﬂ+M:1 Color Verde y (X_)+(y_):1 Color azul
9 4 16 25

B Favoritos J ~| G Hatemat
W{T (_C Tt

P Manssaito :> a=3:b:=2:x

T — > elliz=ellipse( [x0,y0], a, b, filled=true, color= green) :
— > display( elli, scaling= constrained)

P Unidades (51)

P Unicades (FPS)

J» Sinbolos Camunes

P Matriz

p Componentes

> Griego

> Relcionzles L
] Relacionaies Redondos [> a=4:b:=5:x0:=0:y0:=0:

e [ > elliz=ellipse( [ x0,y0], a, b, filled= true, color = blue) :
- - = > display(elli, scaling= constrained)

> Grandes Cperadares.

P> Operadores
»Leras Sin Releno

P> Fraur

P Escritura
Rilctncs

£
Memoria: 0.68M Tiempo: 0.07s Modo de Texto

0416pm. | |

BP0

30/06/2011

Graficar:

2 2
1. (x_)+(y_) =1 Color Gris
16 1

_ 2 _ 2
2. (X 3) +(y 2) =1 Color Café
10C 36

2. Circunferencia: La forma canonica de la elipse: (x-h)? +(y—-k)* = R?
Donde (h, k) = centro y R = Radio. Veamos ejemplos para esta cénica.
(xX)> +(y)> =1 Color Rojo.

(x+1)? +(y—-3)> =4 Color Azul
(x-3)>+(y-4)>=9 Color Verde
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Ver

Archivo (F) Editar

P —— Dibujo Gréfico () Hoja de Caleulo (5) Heramientas (T)  Ventana (W) Ayuda
DSBS XBE 5¢ TP EE ¢ NIOFe ¢ Wa& # @

P Foverios I N Matematica  Dibujs  Plot in Ocultar ||
vwecxd E P Mapleplot v (TimesbewRoman )
> with(plottools)

> with(plots) :

> a = circle([0,0], 1, color=red) :

> display(a)

> b= curcle([ -1.3].2, color=blue) :
> display(b)

32101
| > ¢ = circle([ -3.-4]. 3, color=green) :
> display(c)
% -4 -0
o
-4 L4
i
k. o
| '

o Lsto Memoria: 0.68M_Tiempo: 0.075Modo de Texio
= = -

BN RO e

Graficar:

1. (x-4)% +(y+3)* =25 Color café
2. (x-1)*+(y—-2)* =16 Color gris
3. (X)*+(y-5)*> =10 Color Amarillo

_ 2 _ 2
3. Hipérbole: La forma candnica de la elipse: (X h) _(y k) =1
a

2 2
Veamos el siguiente ejemplo: % - % =1
8 Sin Titwlo (1

Archive (F) Editar Ver Insertar Formato Table Dibujo Gréfico (P) Heja de Célculo (5) Herramientas (T)  Ventana (W) Ayuda
DBESS YBHE 5¢ TP EE &= NI OFs ¢ Bag 2 @

(B oons \ Fafeiica  Dibje  Plat  Animaskin Gear |
G eSS (P Maple Pt v) (Tmeshewroman_¥) (2 ¥) B I U =[E|= B =i=
[> with( plottools) : =

[> with( plots) :

x—x0)* (=30 _

> eqi= az bl

eq = —x 77;'221 @

> a=3:b=2:x0:=0:30:=0:
> h = Jyperbola([x0. y0]. a, b,-2..2, color =red) :
> display(h)

= -
-||* 3
® sto Memeria: 0.68M Tiempo: 0.04 Modo de Texto

oLsTpm. |

el

01/07/2011
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i o (- G
f\rcmvu(F) Editar Ver Insertar Formato  Tabla Dibujo Grafico (P) chada[a\culc(SjiHevram\entas(TJ Ventana (W) Ayuda
N2ESS Y2l 9¢ TP E. &= WNIO0%o ¢ By ¢ §

A nimacion

Plot

[ﬁFamims J | e @

Mj [ ¥ ) ( Times Hew Reman ¥ (12 ) BQ EE Wiy =

 Manuscito | > with(plottools) :
l@ | > with(plots) :
BS— |- 2 2
I Undaes FFs) > eg= (x —;YO) el 3'0) 4
» Sinbolos Comunes a b
S T P )
pompretes > a=4:b=5:x0=2:30=3:
l’““e“"—J > = lyperbola([x0, y0), a. b,-2 .2, color = blue) :
om0 || > display(h)
— -
> Negadién
’Grandml]pﬂadcﬂﬁ 10
;}L:tasaan:lérm

-0 -5/ 0 3 10 13
> Frakur
z’&:ﬂm{i

r
Memoria: 0.68M Tiempo: 0.045 Modo Matematico

> =
B oa i@ 2Mem

01/07/2011

Ejercicios:

Graficar las siguientes hipérbolas.
2 2

X_y

25 4
2. 6y*-3x* =18
3. x*-y*-25=0

Sumatorias:

El operador sumatoria es muy utilizado en &reas como la Estadistica, Calculo, Matematicas
Especiales y otros. Por tal razdn es necesario aprender a trabajar las sumatorias dese el
Maple.

Como en todo inicio de trabajo: resert, Luego Activando [> en la barra superior, se puede
iniciar a trabajar con sumatorias: La operacion se invoca asi: sum(k, k=m..n), lo que significa:

z f (k) El software hace la operacion de inmediato.

k=m

Veamos algunos ejemplos:

a—)iZk b-)i(k+1) c-)ikz d_)i(kil)
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8] Sin Titulo (1)° - [Server 1] - Ma

Archive (F) Editar Ver Insers Dibujo Gréfico (F) Hoja de Calculo (5) () Ventana (W) Ayuds
DBEESE YBE 5S¢ TP EE &= NI OHs ¢ Blax 2 @
l-:hFawmms J‘: Texto @ETIEIE® Dibuio  Plot  Animacien e
S (L 20 output ) (_ Times Hew Roman .\E‘] B|I|U EE iy =iz
"m resert: ) . _‘
L—J'i' La forma de invocar la sumatoria,
b Expresin |
b s GO > sum(2k.k=0.3)
12 m
> sum((k+1).k=0.5)
21 @
> sum(kz,k=1..5)
55 ® =
> 1) g3
(oo
29
E (C]
I
L ®

b
Memoria: 0.68M Tiempo: 0.03s Modo Matematico
1
11:18 a.m

@

05/07/2011

Ejercicios:

L 28:(4k+3)

~
[N

(5k? - 7K)

1
K2

~—~

)

|-

|
=

1M 30 10Me 30~

n
o

Productorias:

Otro operador muy importante es la productoria, por ejemplo la media geométrica y en otras
muchas tematicas, la porductoria es muy necesaria.

Como se ha trabajado: Resert, luego se invoca la operacion: product(f(k), k=m..n).
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!‘| f (K)

Veamos algunos ejemplos de este operador, utilizando Maple.

a) Ij k b Ijgk o Ij(sk—l) 0 ljk—:l o) DZK

S i G

Servel

Archivo (F) Editar Ver Insertar Formato  Tabla Dibujo Grifico (F) Hoja de Calculo (5) Herramientas (T)  Ventana (W) Ayuda

DNEBESES LB 5¢ TP EE ¢+ M1 0% ¢ BaE 2 B

L“FFEW J + @D Matemitica  Dibwjo  Plot  Animaciin

b Maple: (G Text > ) (TmespewRoman  ¥) (12 ¥) B I U E

W ==

—— resert
P Manusarito r

|> E1 operador productoria.
> product(k, k=1.4)

—_— 24
e > product(2,k=1.4)

| 1024
> product((3k—1),k=0.3)

n

-80

> product[ kk;

Tl ,k:3..6]

1080

> product(2k, k=1..6)

~f 3T MmIIAD
A== > N A S8

46080

o 4 NKQINNKY Ja
Wl Bl W R W — e

e

H -2 </ AN MA

T \

@

»

15/07/2011

Ejercicios:
S
1 2
k=1
2 (1+k
2. A K+ 2
20
3. [ (5 + k)
k=1
0 k?

Memoria; 0.68M Tiempo: 0.03s Modo de Texto

I = T
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Cuando se desea involucrar operaciones como exponencial o logaritmica, se puede hacer la

operacion, segun los siguientes ejemplos. Si se desea saber el valor real, se aplica
evalf(expresion a evaluar).

En la gréfica se observan los siguientes ejemplos.
3

3 L_l K 3
a-) log l:ll (3k) b) ex: c-) log kz;l (3k + 2)

B S Tl (e AT
Archivo (F) Editar Ver Insertar Formato Tabla Dibujo Gréfico (P) Hoja de Calculo (5) Herramientas (T)  Ventana (W) Ayuda

NEBESES LB 5¢ TP EE ¢+ M1 0% o @& ¢ B

lmj ' Tete @EFEETIED Dibuie  Plot lnmm(ﬂ ocultar !
bimueq@ ( C 20 1mput =) (TmestewRoman ¥ (16 ¥) B u e ==

S i
L5 — > log(product(3i. k=1.3))

P Unidades (s1) | In( 10)

Rl > evdlf(log( product(3 k. k=1.3)))

S S —| 5.087596335

R Hekiz > exp(product(k.k=1.3))

P Componentes 6:6

oo ||[> exp(product(3k k=2.5))

| Flechas e9720
BRsseies s evalf(exp( product(3 k. k=2.5)))
niskosiesRetorni) 2.199703266 10!

Negaden r
}ﬁmf > log(sum((3k+2).k=1.3))
> Grandes Ops J In(24)
v drind s —

RS M~ ovalf(los(sum((3% + 2),k=1.3)))
e 3.178053830 )

[ Fraktur r

— Bl

[ Escritura

> Miscelneo

@ Listo s '

Memoria: 0.68M Tiempo: 0.03s Modo Matematico

AL I WO R T T T

Ejercicios:

5
1. log L_I (k) Hallar el valor real.
=1

6
2. log Z (K + 2) Hallar el valor real.
k=2

4
I(_l 3k
3. e Hallar el valor real.
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Software:
Maple. Disponible para la UNAD

Geogebra. Libre, se puede descargar de la Web.

Sitios Web.

http://www.disfrutalasmatematicas.com/algebra/ecuacion-linea-recta.html

http://www.vitutor.com/algebra.html

http://www.aritor.com/

http://www.purplemath.com/modules/grphrtnl.htm

http://www.geoan.com/
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