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Angulos y el circulo trigonométrico
Angulos

En Geometria se estudiaron los angulos, clases, propiedades y demas. Se
analizaron diversas definiciones de angulos, aqui solo se dara una definicion muy
sencilla y particular.

Un angulo se forma cuando dos segmentos de recta se cortan en un punto
llamado Vértice. A los segmentos de recta se le conocen como lado inicial y
lado Terminal.

V = Vértice

a = lado inicial

b = Lado Terminal
© = Angulo formado

Se puede decir que un angulo es el "Espacio formado" por los segmentos de recta
gue se cruzan en el vértice. Por convencién un angulo es positivo cuando se mide
en sentido contrario a las manecillas del reloj y negativo cuando se mide en sentido
de dichas manecillas.




Por lo general para simbolizar los angulos se usan letras griegas como a, 3, 6, y
entre otras, o letras latinas mayusculas A, B, C, otros.

La grafica muestra que el angulo es positivo hacia arriba y negativo hacia abajo.

Medida de loa anqulos: La medida de los angulos depende de la abertura o
separacion que presenten las dos semirrectas. Existen dos sistemas basicos para
medir los angulos. El SistemaSexagesimal cuya unidad son los Grados y el sistema
Circular cuya unidad es el Radian. Estos tienen referencias, veamoslo en la grafica
siguiente
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Una vuelta equivale a 360° en el sistema sexagesimal y 211 en el sistema circular.

Existe un sistema de conversion entre los sistemas, segun las equivalencias que se
pueden ver en las gréficas.

Para convertir de radianes a grados:

X padianes — L(y{ﬁmim )

180

Para convertir de grados a radianes.

180

Yoy = —(Z podianes )
V4




Angulos notables

Angulos existen muchos, pero para facilitar el anélisis de los mismos, se han
establecido unos angulos que se les han denominado angulos notables, ya que a
partir de estos se puede analizar cualquier otro. En el sistema de coordenadas
rectangulares, el primer cuadrante esta comprendido entre los angulos Oy 1/ 2. El
segundo cuadrante esta comprendido entre 1/ 2 y T, el tercer cuadrante entre 1Ty
31/ 2y el cuarto cuadrante esta comprendido entre 31T /2 y 2.

Los &ngulos notables se obtienen cuando se divide la unidad en 6 partes, asi se
obtienen 6 angulos ya que 180/ 6 = 30, entonces se obtiene 6 angulos con una
medida de 30° cada uno en la parte superior del plano, de la misma manera en la
parte inferior.

Los angulos son: 0%, 30°, 60°, 90°, 120°, 150°, 180°, 210°, 240°, 270°, 300°, 330°
360°.

Pero también se pueden dividir en cuatro partes: 180 / 4 = 45, entonces se obtiene
4 angulos con una medida de 450 cada uno. Asi los &ngulos son: 0°, 45°, 90°, 135°,

180°, 225°, 270°, 315°, 360°
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Las lineas azules muestras las 6 divisiones de la parte superior y 6 divisiones de la
parte inferior. Las lineas cafés muestras las 4 divisiones de la parte superior y las 4
de la parte inferior. De esta manera se muestran los angulos notables en grados.

Para el caso de radianes, la division es de la forma. 1/ 6, asi cada parte es 1/6 por
la parte superior igual para la parte inferior del plano.



Los angulos seran: 0,M/6,20M/6,3M/6,41/6,5MN/6,6M/6,7I/6,8T01/86,
9M/e6,10M/6,11M/6,12T11/6.

Haciendo 4 divisiones se obtienen las siguientes partes: 0, 1/4,211/4,311/4, 4
Mn/4,5M/4,6MN/4,7M/4,8M/4.
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Las lineas azules muestran la division en 6 partes y la linea café muestra la division

en 4 partes.

Resumiendo la construccién de los angulos notables, en la siguiente tabla se
presentan aquellos en los cuadrantes correspondientes.

Cuadrante / Sistema Sexagesimal Circular
Primer cuadrante 0° 30° 45° 60° 90° 0 T1/6 T1/4 /3 /2
Segundo Cuadrante 120° 135° 150° 180° 211/3 31/4 51/6 T
Tercer Cuadrante 210°225° 240° 270° 711/6 511/4 411/3 311/2
Cuarto Cuadrante 300° 315°330° 360° 511/3 711/4 1111/6 2T

Circulo trigonométrico

Por ser las funciones trigpnométricas de tipo trascendental, la obtencion de las
parejas ordenadas para hacer la grafica es muy particular. El camino es recurrir a la
circunferencia unidad, la cual tiene como radio uno. Por otro lado, hay un teorema
que permite identificar los valores de los lados en un triangulo rectangulo.



CIRCUNFERENCIA UNIDAD (R=1)

Por favor darle click al siguiente link:
http://bc.inter.edu/facultad/edavila/PRECALCULO0%20%20ARCHIVOS/TRIGO%20%20web
%20circulo.ppt

Identidades trigonométricas

En trigonometria existen unas ecuaciones muy particulares a las cuales se le
llama identidades trigopnométricas, dichas ecuaciones tiene la particularidad que se
satisfacen para cualquier angulo. Dentro de este contexto se analizaran varias
clases de identidades, las basicas, las de suma y diferencia, las de angulo doble y
las de angulo mitad.

Identidades basicas

Dentro de las identidades béasicas se presentan 6 categoricas, las cuales
analizaremos a continuacion:

1. Identidad Fundamental: Partiendo del teorema de Pitagoras, la relacion de los
lados del triangulo y el circulo trigopnométrico, se puede obtener dicha identidad.

serf(x)+cos*(x) =1




2. ldentidades de Cociente: Estas se obtienen por la definicion de las relaciones
trigonométricas

a)
sen(cx)
tan{ x) =
cos{cx)
b)
‘ml( o) = —oos(a)
sen ()

3. Identidades Reciprocas: Se les llama de esta manera debido a que a partir de
la definicidn, al aplicar el reciproco, se obtiene nuevos cocientes.

1
m(a)_csc(a)
cscle) = 1
sen(c) .
a) Reciprocamente
b)
cos{ ) = —
soof o)
1
() = — ,
Reciprocamente
c)
1
‘hm(a)—m =)
o L
!col(a)—m(a)‘

Reciprocamente

4. ldentidades Pitagoéricas: a partir de la identidad fundamental y las identidades
de cociente, se obtienen otras identidades llamadas pitagdricas. Aunque varios
autores llaman a la identidad fundamental también pitagorica.



. tan’(a) +1=sec’(@)|

‘mtz(a) +1=csc’ ()
b)

5. Identidades Pares - Impares: Cuando se definié la simetria de las funciones
trigonométricas, se hizo referencia a las funciones pares e impares, de este hecho
se obtiene las funciones pares e impares.

Pares: cos (-a) = cos a Yy sec (-a) = sec (a)
Impares: sen (-a) =-sen (a) tan (-a) = - tan (a)
cot (-a) =-cot (a) csc (-a) =-csc (a)

6. ldentidades de Cofuncion: Cuando a 11/2 se le resta un angulo cualquiera, se
obtiene la cofuncion respectiva.

sen(’- @) = co(@) ‘ms(g—a)mn(a)‘

m%—a)wm‘ ‘mﬂ(%—a)mn(a)‘

b)

Ecuaciones trigonométricas

Anteriormente se decia que las identidades trigonométricas son igualdades que se
cumple para cualquier angulo. Existen ciertas identidades que se cumplen para
angulos especificos, a dichas identidades se les llama ecuaciones trigonométricas.

DEFINICION:
Las ecuaciones trigonométricas, son identidades que satisfacen solo

ciertos angulos. La solucion se expresa en medidas de angulos, puede
ser en grados o radianes.



La resolucion de ecuaciones trigopnométricas requiere de un buen manejo de las
funciones trigonométricas inversas; ademas, de los principios de algebra y
trigonometria.

Para que la ecuacion sea mas facil de desarrollar, es pertinente reducir toda la
expresion a una sola funcién, generalmente seno o coseno, para que se pueda
obtener el angulo o los angulos solucién.

Es importante aclarar que si no se dice otra cosa, la solucién para nuestro caso se
dara solo para la circunferencia unidad: 0 < x < 21. Algunos autores acostumbrar a
dar al soluciébn general, recordemos que las funciones trigonomeétricas son
periodicas, ay que se repiten cada p intervalo.

Resolucién de problemas de triangulos rectangulos

La trigonometria sirve para solucionar problemas en muchas areas del saber. La
Astronomia, la Fisica, la Geografia y otras se sirven de la trigonometria para
resolver sus problemas.

Las herramientas para trabajar problemas con trigonometria son conocer
claramente el Teorema de Pitagoras, buenos principios de funciones
trigonométricas, una calculadora cientifica para apresurar los célculos; ojo NO para
simplificarlos. Es pertinente que todos los célculos se planteen metdédicamente
para comprender el problema y su solucion sea la pertinente.

Angulo de elevacion

Cuando un observador ubicado en un punto dado, observa un objeto que esta a
mayor altura que la visual de éste, el angulo formado se le conoce como angulo de
elevacion.

S = Observador
O = Objeto a observar
B = Angulo de elevacion.



Angulo de depresion

Es el formado por la visual y la horizontal, cuando el observador esta a mayor nivel
gue el objeto observado.
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S = Observador
O = Objeto observado
B = Angulo de depresion
Resolucién de problemas con triangulos no rectangul 0S

En los apartes anteriores se han analizado situaciones de los triangulos
rectangulos, pero existen diversos fendmenos que no siguen este patron, la base
de un telescopio del observatorio internacional, las velas de un barco, las caras de
las pirdmides de Egipto, no tienen forma de triAngulos rectangulos, sabemos que a
este tipo de triangulo se les llama "Triangulos No Rectangulos”.

EL trabajo que se desarrollard en este aparte es el andlisis de triAngulos no
rectdngulo. El soporte del estudio esta en los llamados teoremas de seno y coseno,
los cuales permiten determinar los lados y angulos de triangulos no rectangulos.

Teorema del seno

Para un triangulo con lados a, b, ¢ y angulos opuestos A; B, C. respectivamente,
se cumple:

sen(A4) sen(B) sen(C)
2 a B ¢




Teorema del coseno

Existen situaciones donde el teorema de seno no se puede aplicar de manera
directa, en casos como tener dos lados y el angulo entre ellos o tener los tres
lados. Para estos casos y otros, la solucion es el teorema del coseno.

Para un triangulo con lados a, b, ¢ y angulos opuestos A; B, C. respectivamente,
se cumple:

a>=b+e* —2bccos A
> =a’* +¢* —2accos B

¢t =b*+a’*—2abcos C

Aplicacion de las funciones trigonometricas

Una vez analizados los principios sobre triangulos no rectangulos, ahora podemos
resolver problemas donde se requiera la utilizacion de estos principios.

En el siguiente texto se mencionaran algunas de ellas entre otras.
Por favor darle click al siguiente link:

http://www.matebrunca.com/Contenidos/Matematica/Trigonometria/movimarmonico
marvin.pdf



