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PRESENTACION DEL CURSO (a+b)y =y (Ejan_kbk

k=0

Estimados Estudiantes Bienvenidos al curso de Algebra, Trigonometria y Geometria
Analitica. La matematica como ciencia a través de la historia ha buscado fundamentos
sélidos que garanticen su validez y rigurosidad, asi el espectro de ésta ciencia es muy amplio,
pero muy interesante, basta con repasar un poco el camino que inicia con la Aritmética, la
Geometria, el Algebra, siguiendo con el Célculo, hasta areas mas avanzadas como la Teoria
de conjuntos, Geometria Diferencial y otros. Todo con el fin de dar a la sociedad una
Herramienta Formal que permita demostrar principios y definiciones para el buen uso en las
areas del saber.

En este orden de ideas, el curso que nos ocupa en este material, presenta diversas tematicas
que hacen parte de esa gran herramienta formal. Las tematicas que se exponen son muy
Utiles para cualquier estudiante de un programa universitario, estan desarrolladas en un
lenguaje sencillo, pero con gran rigor matematico, ya que el propésito fundamental es que los
estudiantes adquieran conocimientos solidos en las areas de Algebra, Trigonometria ,
Geometria Analitica , Sumatorias y Productorias, que les permita transitar de manera muy
dindmica por areas mas avanzadas de matematicas o afines.

El curso esté estructurado por unidades que a su vez esta conformadas por capitulos y éstos
por lecciones. La primera unidad es de Algebra, cuyos capitulos son las Ecuaciones y las
Inecuaciones, dos tematicas muy interesantes y de gran uso en campos de la Ingenieria,
Administracion y demas. La segunda unidad contempla lo referente a funciones, ademas del
analisis de la trigonometria analitica y la Hipernometria; término que acufiamos para hacer
referencia a las funciones hiperbdlicas. Es pertinente resaltar que el ndcleo de las
Matematicas es el analisis de las funciones, también la gran aplicacion de la trigonometria en
estudios de Ciencias Experimentales, Ingenieria, Ciencias Agrarias y otros. La tercera
unidad contempla los capitulos de Geometria Analitica, Sumatorias y Productorias, tematicas
muy particulares y de gran importancia en diversas areas, como la Astronomia, Fisica,
Ingenieria, Estadistica, Calculo y otras.

El proceso de analisis, comprension e interiorizacion de las teméticas propuestas, son
fundamentales para poder transitar en posteriores areas del conocimiento propias de un
programa académico universitario. Pero también son una buena herramienta para resolver
un gran numero de problemas que se pueden solucionar con modelos matematicos, de los
cuales se analizaran algunos en detalle.

El curso requiere algunos conocimientos previos de Aritmética, Algebra Elemental y
elementos de geometria plana y espacial, los cuales son fundamentales para poder avanzar
adecuadamente a través del curso. Pero si por alguna circunstancia dichos conocimientos
son requeridos, se pueden consultar en el curso de Matematicas Basicas.

Cada tematica esta soportada en principios matematicos, sus propiedades, sus teoremas,

axiomas, que soportan su fundamento. También se exponen ejemplos modelos con su
respectivo desarrollo que ilustran la profundizacion de las mismas, finalizando con ejercicios
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propuestos, que presentan su respuesta, para que los estudiantes puedan confrontar lo
realizado con lo requerido.

Para buscar una buena comprension de los conocimientos, es pertinente desarrollar la
metodologia que la UNAD propone en su modelo académico-pedagdgico, el cual describe
diversos momentos desde el trabajo independiente, trabajo en pequefio grupo colaborativo,
tutorias de pequefo grupo e individuales y los encuentros de gran grupo, cada uno son muy
importantes y buscan que el estudiante desarrolle su proceso de formacién de manera
dinamica y participativa.

Al final de cada unidad se presenta una auto evaluacién que es donde el estudiante
demuestra hasta donde ha desarrollado sus competencias cognitivas, meta cognitivas,
argumentativas, propositivas y demas, dandole transito a la profundizacion y transferencia de
los conocimientos en el area que nos ocupa.

No sobra hacer énfasis que para aprender matematicas, es fundamental la motivacion
intrinseca, querer hacerlo, tener paciencia, algo de perspicacia, sentido légico y muchas
ganas de enfrentarse a mas y mas retos.

Es claro que aprender matematicas no es facil, pero desarrollando un buen trabajo

académico, utilizando los lineamientos que se han presentado, el grado de comprension e
interiorizacion de los conocimientos en dicha area sera muy alto.

iAnimo y muchos éxitos en tan interesantes mundo mat ematico !
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CAP{TULO UNO: LAS ECUACIONES ax+ B =0

INTRODUCCION

A través de la historia, las ecuaciones han sido de gran importancia en las Matematicas y otras
ciencias, desde los babilonios, pasando por los egipcios y los griegos, hasta nuestra época, las
ecuaciones han sido el pan de cada dia para resolver problemas donde se requiere saber el valor de
una “incégnita”.

Las ecuaciones son igualdades que se hacen verdaderas para valores especificos, por ejemplo: Si
tenemos: 2x + 5 = 9, se debe buscar el valor de x que al multiplicarlo por 2 y sumado con 5 nos
resulte nueve. Es asi que para x = 2, si lo reemplazamos en la igualdad 2(2) + 5 = 9, ésta sera
verdadera. Entonces, resolver una ecuacion es hallar el valor o valores de la incégnita que hagan
verdadera dicha igualdad. A su vez, las soluciones pueden ser reales o imaginarias, segun el caso.
Por ejemplo si tenemos x* — 4 = 0, se puede verificar que los valores que puede tomar la incognita son
x=2yx=-2. Pero sise tiene x* + 4 = 0, la solucién no es real, ya que NO existen namero real que

al elevarlo al cuadrado y sumado con 4 resulte cero, luego la solucién es imaginaria \/Ei y \/EI
(Recordemos los numeros imaginarios del curso de Matematicas Béasicas).

Existen diferentes clases de ecuaciones, segun el grado del polinomio que la describe, segun el
namero de variables, segun el tipo de coeficientes. De acuerdo al grado del polinomio, existen
ecuaciones de primer grado, de segundo grado, etc. De acuerdo al numero de variables, se tienen
ecuaciones de una variable, ecuaciones de dos variables, etc. Segun el tipo de coeficientes, se
tienen ecuaciones de coeficientes enteros, de coeficientes racionales, de coeficientes reales.

Para resolver ecuaciones, existen diversas técnicas matematicas que depende del tipo de ecuacion,
pero siempre se debe tener presente el principio de operaciones opuestas: Suma — Resta, Producto —
Cociente, Potenciacidén — radicacion, potenciacion — Logaritmacion.

Para un el buen dominio en la resolucibn de ecuaciones, se requiere mucho animo, paciencia,
desarrollar diversos y un nimero adecuado de ejemplos modelos.

Lecciéon Uno: Elementos Matematicos Basicos. ,3 + ¢ =q

Entender las ecuaciones requiere conocer claramente algunos conceptos que son comunes a todo
tipo de ecuacion:

Constante : Son términos que toman valores fijos, en algebra se utilizan por lo general las primeras
letras del alfabeto: a, b, c,... Todos los nimeros en esencia son constantes, por ejemplo en la

expresion ax® +bx+c los términos a, b, ¢ son constantes.

Incégnita (Variable) : Se considera todo aquello que no se conoce; pero se puede identificar utilizando
principios matematicos, en Matematicas por lo general se utilizan las Ultimas letras del alfabeto x, vy, z

w,... para el caso de ax® +bx+c, la incognita es x, otro ejemplo: ax’ + bxy+ cy =0, las incognitas
sonxey.

A manera de ejercicio identifique las incognitas y constantes en las siguientes ecuaciones, sera un
ejercicio muy motivante.



43 +5y7 —72=0

ax’ + by’ + pz=0

Por lo general, la solucién de ecuaciones se enmarca dentro del conjunto de los reales, exceptuando
los casos donde hay involucradas raices con indice par de cantidades negativas.

Leyes Basicas:

1. Leyes de Uniformidad:

Es pertinente recordar las leyes de uniformidad, que son muy utiles a la hora de resolver ecuaciones.
En su fundamento, las leyes de uniformidad definen que dados dos o mas numeros, si se suman, la
respuesta siempre es Unica, independiente de la naturaleza de las cantidades. De la misma manera
para la multiplicacion.

SUMA'Y PRODUCTO:

Sean a, b, c y d niUmeros reales; talque a=b y c =d. entonces:

1. a+c=b+d
2. a+c=b+c
3. axc=bxd
4, axc=bxc
Ejemplo 1:

Sea la siguiente expresion: a=2 y c =5, aplicar la ley de suma y producto.
Solucion:

Siguiendo el orden:

a+c=2+5

a*c =2*5

Asib=2y d=5.

RESTA Y COCIENTE:

Al restar dos numeros, la diferencia siempre es un valor Gnico. Sean a, b, ¢ y d nUmeros reales; tal que
a=b y c=d. entonces:

5. a-c=b-d

6. a-c=b-c

7. alc=Db/d Parac#0

8. alc=b/c Parac#0
Ejemplo 2:

Sea la siguiente expresién: a=8 y c¢ =4, aplicar la ley de resta y cociente.



Solucioén:

Siguiendo el orden:

a-c=8-4

alc =8/4

Luegob=8 y d=4.

POTENCIA Y RAIZ:

Sean a, b, cy d nimeros reales; talquea=b y c=d. Paraa# 0y c # 0, entonces:
9. a®=b"
10. c*=d?
11. ¥a=%b Para a=0 ademasceZ'y c=2

Ejemplo 3:

Sea la siguiente expresién: a=9 y c¢ = 2, aplicar la ley de potencia y raiz.

Solucién:

Siguiendo el orden:

a*=9°

a:2a

Ja =209
Luego b =09.

2. Ley del producto nulo:
Sean a 'y b nimeros reales, entonces:
12. axb=0 si,ysolosi, a=0 6 b=0
Ejemplo 4:
Dada la expresion. 4*a =0
Solucion:

Como 4 es un valor fijo, para que el producto sea cero, entonces a = 0.

Ejemplo 5:
Dada la expresion. (x —4)*12 =0
Solucioén:

Como 12 es un valor fijo, para que el producto sea cero, entonces (x —4) = 0. Asi x = 4.



3. Principio de Fracciones Equivalentes:
. a_=c
Dada la igualdad: b :H:> a*d=c*h. Para b#0 y d#0.

Ejemplo 6:

L, 1 : .
Dada la expresion. 5 = g Mostrar que la equivalencia es verdadera.
Solucion:

. : . 1_3 .
Aplicando la ley de fracciones equivalentes: > = 5 =1*6=2*3 Lo cual es evidentemente verdadera.

Leccién Dos: Ecuaciones de Primer Grado con Una Incognita. Bx+¢ =¢

Las ecuaciones de primer grado con una incégnita son de la forma ax+b=c, siendo a, b y c las
constantes y x la incégnita. El valor de a puede ser un nimero real; diferente de cero. Ejemplos de
este tipo de ecuaciones: 3Xx—5=0 que corresponde a una ecuacion de coeficiente entero y expresion

1 2 . . . . 3x L
entera. §X_€ =0, ecuacion de coeficiente racional y expresion entera. T =8, ecuacion de

coeficiente entero y expresion racional.

Las ecuaciones de primer grado se caracterizan porque la incégnita tiene como exponente la unidad;
por lo cual, la solucién es Unica, esto quiere decir que éste tipo de ecuaciones tienen “Una Sola
solucion”.

Para resolver ecuaciones de éste tipo, se han utilizado varias técnicas, los egipcios; por ejemplo,

utilizabas la llamada “Regula Falsa”, actualmente se utiliza el método axiomatico, el cual se analizara a
continuacion.

METODO AXIOMATICO: Es el método mas utilizado en la actualizad, el cual utiliza las propiedades
algebraicas y las leyes de uniformidad, todo esto derivado de los axiomas de cuerpo. Aclaremos que
los axiomas epistemoldégicamente son “Verdades Evidentes” y a partir de éstas, se desarrolla el
conocimiento matematico. Algunos axiomas que son importantes para comprender la solucion de
ecuaciones.

Axiomas de Cuerpo : Seanx, Yy, z, valores definidos, dentro del conjunto de los Reales

Primer Axioma: x + y = y + x (Propiedad conmutativa)

Segundo Axioma: x + y + z =(x +y) + z=x + (y +z) (Propiedad Asociativa)

Tercer Axioma: x (y + z) = x*y + x*z (Propiedad Distributiva)

Cuarto Axioma: x + 0 =x y x*1=x (Propiedad Modulativa de la suma y producto)

Quinto Axioma : x + y = 0, y + x =0 (Propiedad del inverso. Todo namero real tiene un
Inverso, excepto el cero). Para x, su inverso es puede escribir —x, igual paray.
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Sexto Axioma : x*y = 1, y*x=1 Parax # 0. (Propiedad del reciproco, todo niumero real tiene un
reciproco). Para x, su reciproco se puede escribir x™* = 1/x, igual para y.

NOTA: El simbolo * indica multiplicacion.
Con los argumentos anteriores, se puede comenzar el andlisis del desarrollo de ecuaciones.

Los siguientes ejemplos, buscan ilustrar la resolucion de ecuaciones de éste tipo, utilizando las leyes
de uniformidad y los axiomas de cuerpo, explicado anteriormente.

Ejemplo 7:
Sea la ecuacion ax+b =0 hallar el valor de x que satisfaga la igualdad.
Solucién:

Como la idea es despejar la incognita, en este caso X, entonces se debe “eliminar Mateméaticamente
hablando” lo que rodea a dicha incognita.  Asi lo primero es eliminar b, lo cual se puede hacer
aplicando el inverso, ya que todo nimero sumado con su inverso resulta cero.

ax+b-b=0-b. Como se puede observar, el valor adicionado se hizo a los dos lados de la
ecuacion, esto con el fin de que ésta NO se altere. Entonces:ax=-b. Ahora se debe eliminar la a,
esto se hace aplicando el reciproco, ya que todo nimero multiplicado con su reciproco resulta uno.
Veamos:

lax: —bi . Operando se obtiene: x = —E
a a a

Ejemplo 8:
Hallar la solucion de la ecuacion: 6—Xx=2x+9
Solucioén:

Como estamos utilizando el método axiomético. Por lo general, la incognita se organiza al lado
derecho y las constantes al lado izquierdo, entonces dejemos la incognita al lado derecho, para esto
se elimina del lado izquierdo, lo cual se hace adicionando -2x a los dos lados de la ecuacion.
6—-X—2X=2X—-2X+9, operando se obtiene:6—3Xx=9 Ahora eliminemos el -6 de la parte derecha
para que solo quede la incognita. 6—-6-3Xx=9-6, operamos para obtener,—3Xx =3 Finalmente
aplicamos el reciproco de 3 para que la incognita quede completamente despajada.

- 3x* (—%) =3* (—:—;) , operando se obtiene:
X =-1. La solucién de la ecuacién propuesta.

Si reemplazamos el valor de x = -1, en la ecuacion original, se debe obtener una igualdad.
6-Xx=2X+9=6-(-)=2(-)+9=>7=7

Ejemplo 9:
X
X+2

Resolver la ecuacion:

N
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Solucion:

Recordando las leyes de uniformidad: =—=a*d=c*b Se aplica para el caso que tenemos

oo

C
d
Esta es el camino para convertir una expresion racional en entera.

:%j(x)*(z):(1)*(x+2):2x:x+2

X
Veamos:
X+2

Sumemos —X a los dos lados de la ecuacién, ¢ por qué?
2X—X=X—X+2= X=2. Asila solucién es x = 2.

Reemplazamos la solucion en la ecuacion original:

1 1 : - .
> = > Se observa que la igualdad se cumple. Este dltimo proceso es lo que se conoce comunmente

1
—:—3
Xx+2 2

como la comprobacién de la solucion.

Es pertinente analizar los pasos realizados, para ir aprendiendo los principios que soportan la
resolucion de ecuaciones.

Ejemplo 10:
6t+7 _3t+8
4-1 2t-4

Hallar el valor de la incognita que satisfaga la ecuacion:

Solucién:

Se va a resolver la ecuacién, pero se recomienda que usted estimado estudiante, identifique qué
principios fueron aplicados en cada paso.

6t+7 _ 3t+8
4t-1 2t-4

— (6t+7)(2t - 4) = (3t +8)(4t - 1)

(6t+7)(2t—4) = (3 +8)(4t-1) = (L2A*-10t-28) = (L2&A* +2%X —8)

A la Gltima ecuacion se le adiciona: -12t°

12t7 —12t* -10t —28=12t> -12t* + 2%t -8 = —-10t —28=2% -8 Sumamos -29t
-1 -2%-28=29-2% -8= -3% - 28=-8 Adicionamos 28 a la ecuacion:

-39 -28+28=-8+28=-3% =20
: 1 1 20 . : -
Finalmente: (_i) -3% = 20(—@) =>t= _@' Estimado estudiante comprobar esta solucion.

Ejemplo 11:

Hallar el valor de x que satisfaga la igualdad: 8(2x —6) = 4(x —3)
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Solucion:

8(2x—6) =4(x—-3) => 16x—-48=4x-12

16X —4x—-48=4x-4x-12=12x-48=-12

12x—48=-12=12x-48+48=-12+48=12x =36

(1—12)12x = (1—12)36:> X = i—g , simplificando: x = 3:

En este ejemplo, no se dieron mayores detalles de la solucién, Ya que la idea es que los estudiantes
analicen y deduzcan todo el procedimiento.

Restricciones en la Solucion:

Existen situaciones donde la ecuacion tiene restriccion en la solucion. Veamos algunos casos.

1+x

5

1
a-)— =
x-1 X
se presenta una indeterminacion, lo mismo ocurre six =1. g

La restriccion es que la incégnita NO puede tomar el valor de 0 6 1, ya que si x = 0,

b—)\/;+3: X — 4. Para este caso la solucién se acepta si esta en los reales no negativos. (R); es
decir, los reales mayores o iguales a cero.

c—)Log(x + 2) = —-4. Recordemos que los logaritmos de numeros negativos no existen, asi la solucién
debe ser tal que x + 2 > 0; es decir, si la solucién es superior a -2, ésta se acepta.

Ejemplo 12:

. 3X 3 , .
Muestre que la ecuacion 1 +2= 1 No tiene solucion.
X = X =

Solucién

Aplicando los principios estudiados anteriormente.

i(x—l) +2(x-1) :i(x—l) = 3X+2(x-1) =3
x—-1 x-1

X+2(x-)=3=>3x+2x-2=3=5x-2=3
Ex-2=3=5x-2+2=3+2=5x=5
Finalmente x = 1.

: . 3X 3 3L 3
Si comprobamos la solucion. ——+2= = @) +2= Observamos que se presenta una
x—=1 x-1 1-1 1-1
indeterminacion, ya que se tiene un cociente con denominador cero. Asi queda demostrado que la
ecuacion NO tiene solucion.
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Ejemplo 13:
Determinar si la ecuacion Log(x + 2) = —4.tiene solucion.

Solucién

Aplicando los principios estudiados anteriormente y recordando las propiedades basicas de los
logaritmos. Log(x +2) = —4. Aplicando operacién inversa: 10-9**? =10™. Recordemos que la base

de Log es diez, entonces: 10'9**? =10" = x+2=10" incognita.
x=10"-2=-19999
Como la solucion x = -1,9999 es superior a -2, la solucion es valida. Por consiguiente la ecuacion

planteada tiene solucion.

despejando la

REFLEXION: En todos los ejemplos propuestos, la resolucion se centra en despejar la incognita, lo
cual se hace utilizando los principios, leyes y axiomas matematicos.

BX+ gy =¢

Leccion Tres: Ecuaciones de Primer Grado con Dos Incognitas:

Las ecuaciones de primer grado con dos incégnitas son una herramienta muy importante para resolver
situaciones que se presentan en todas las areas del saber. Este tipo de ecuaciones es de dos clases:
El primero es donde se tiene una ecuacion con dos incognitas; donde se hara una breve descripcion.
El segundo es cuando se tienen dos ecuaciones con dos incognitas, lo cual se estudiara en detalle.

PRIMER CASO: Una Ecuacion Con Dos Incognitas

>
ECUACIONES DIOFANTICAS : Diofanto de Alejandria, del siglo IlI D [gﬁ!{i{wgnﬁq;rl
de nuestra era, desarrollo ciertas ecuaciones que trabajan sobre el ARITHMETICORVM

conjunto de los enteros y son de primer grado con dos incégnitas.
En honor a su nombre se les conoce como Ecuaciones
Diofanticas.

La forma general de estas ecuaciones es ax+by=c, donde a, b,

C son constantes y pertenecen al conjunto de los enteros; ademas,
a#0 O b#0. Cuando a, by c son enteros positivos, la
ecuacion tiene solucion entera si y, solo si, el maximo comun
divisor de a y b, divide a c. Este tipo de ecuaciones puede tener
soluciones infinitas o no puede tener solucion. Entonces la
solucion consiste en hallar ecuaciones generadoras (parameétrica)
del par (X, y) que satisfagan la ecuacion propuesta. Este tipo de
ecuaciones no son el objetivo principal de este curso, solo se
deseaba hacer una breve descripcion.

LIBRTI SEX.
ET DE MVMERIS MYVLTANCWVLIS
Linek vEVE
EF M 0 A R E N AR L £ WA NETY FLE,
oy e b T T e FIK T Spmatimer Tl e,

Nrcalls (bt rom Prilrie o isscr ooy naeem s dlnhom

=
FERMAT Fpiflali

—
=)
B R B L v RO, F Ko Cadegr) e el
W e LWL

FUENTE: http://suanzes.iespana.es/diofanto.htm

Ejemplo 14:

Para la ecuacion 2x + 3y = 8 ¢ .cual seré el par (X, y) que satisfaga dicha ecuacion?

Solucion:




Por simple inspeccién se puede ver que x =1y y = 2, satisfacen la igualdad.
2(1) +3(2) =8.
Entonces la solucion (x, y) = (1, 2)

Pero se puede encontrar mas soluciones, por ejemplo (4, 0), (-2, 4), (-5, 6),... como se dijo al principio,
pueden existir infinitas soluciones.

SEGUNDO CASO: Dos Ecuacion Con Dos Incégnitas

El interés central de este apartado es el analisis de sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas.

Cuando se tiene un sistema de la forma:
ax + by = ¢
ax, + by, = ¢

Donde a;, a, bi, by, ci, c,son constantes; ademasa; #0 6 b; #0 Aligualque a,#0 6 b, #0,
se dice que estamos frente a un sistema de ecuaciones simultdneas, donde la solucion obtenida para
X ey, debe satisfacer simultaneamente las dos ecuaciones. Por consiguiente, resolver un sistema de
dos ecuaciones con dos incégnitas, es hallar un par (x, y) tal que al reemplazarlo en cualquiera de las
dos ecuaciones, la igualdad se cumpla.

Sistema Consistente: Un sistema de ecuaciones es consistente, cuando tiene al menos una solucién
para cada incognita.

Sistema Inconsistente: ocurre cuando el sistema NO tiene solucién alguna.

Es obvio que el trabajo es analizar sistemas consistentes.

Existen diversos métodos para resolver sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas, en este caso
vamos a analizar tres.

1. METODO GRAFICO.

El método se basa en que en el plano de coordenadas rectangulares, una ecuacion de la forma ax +by
= ¢, esta representada por una recta cuyos puntos son parejas ordenadas de numeros reales, donde la
primera componente corresponde a x y la segunda componente ay. Como se tiene dos ecuaciones,
entonces se deben tener graficadas dos rectas. De esta manera se pueden tener tres situaciones:
Primero, que las rectas se corten en un punto, lo que indica que la solucién es Unica y seréa el punto de
corte. Segundo, que las dos rectas coincidan, luego hay infinitas soluciones. Tercero, que las rectas
sean paralelas, lo que indica es que NO hay solucién.
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\
//)“
2

Solucién Unica

Infinitas Soluciones No Hay Solucion

L, y L,, corresponden a las ecuaciones uno y dos del sistema.

El método es adecuado cuando hay soluciones enteras, ya que los puntos de corte son bien definidos.
El procedimiento basico consisten en despejar y en las dos ecuaciones y, darle valores arbitrarios a x
para obtener parejas (X, y), por lo general se asignas niUmeros enteros cercanos a cero; para facilitar
el proceso y hacer la gréfica. Asi se obtienen dos parejas de numeros, que corresponde a dos puntos

en el plano (X1, Y1) Y (X2, ¥2), con lo cual se puede graficar una recta (Axioma Euclidiano)

Ejemplo 15:
Resolver el sistema:
X - 2y = 5
X — y =6
Solucién:

Segun el procedimiento.

Para la primera ecuacion: 3Xx-2y=5=y =

5-3x
-2
Tomemos dos valores, por ejemplo x = 3, entonces: y = [5 — 3(3)]/-2 = 2. El punto es (3, 2)

Otro valor x = 5, entonces: y =[5 — 3(5)]/-2 = 5. El punto es (5, 5)
Los puntos para graficar la primera recta son: (3, 2) y (5, 5).

Para la segunda ecuacion. 5X-y=6—= y=5x-6
Los valores: x = 1, entonces: y = 5(1) — 6 = -1. El punto es (1, -1) El otro valor x = 2, entonces y = 5(2)

—6=4, el punto es (2, 4)

Los puntos para graficar la segunda recta son: (1, -1) y (2, 4)

Sx-w=E

S -2y =5

Graficando:

Segun la grafica, el punto de corte es
(1! '1)

Luego la solucion son: x =1, y =-1.

1, -1
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Ejemplo 16:

Dado el sistema de ecuaciones, hallar la solucion correspondiente.

2X + 'y =5
X + 2y = 8
Solucion:

Como en el caso anterior, se despeja y, dando valores arbitrarios a x.

Se toma la primera ecuacion: 2Xx+y=5= y=5-2x
Para x =1, entoncesy =5 — 2(1) = 3, el punto es (1, 3)
Para x = 4, entonces y =5 — 2(4) = -3 el punto es (4, -3)
8-4x
2
Para x = 2, entonces y = [8 — 4(2)]/2 = 0, el punto es (2, 0)
Para x = 3, entonces y = [8 — 4(3)]/2 = -2, el punto es (3, -2)

En seguida la segunda ecuacion: 4x+2y=8=y=

Graficamos:

\ Como las rectas son paralelas, no hay puntos de corte, por
2% ¥y =35 consiguiente el sistema NO tiene solucion.
dx 2y =8 ——___\

Rectas zon
paralelas

NOTA: En los ejemplos estudiados, los valores dados a x han sido escogidos arbitrariamente,
siempre y cuando no se presenten inconsistencias, luego al reemplazarlos en la ecuacion se obtiene
el valor de y.

2. METODO POR ELIMINACION.

Es un método algebraico, cuyo principio es eliminar una incdgnita, para obtener el valor de la otra,
posteriormente con el valor obtenido, se busca el valor de la primera.

Este método se puede desarrollar por tres técnicas, a continuacion analizamos cada una.
REDUCCION: Dado un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, la técnica consiste en igualar

coeficientes de una de las dos incognitas y que presenten signos contrarios, asi se puede eliminar
dicha incégnita, obteniendo una ecuacién con una incégnita, cuya resolucion ya hemos estudiado.
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Con el valor de la incognita obtenida, se reemplaza en cualquiera de las dos ecuaciones, para obtener
el valor de la otra incégnita.

Ejemplo 17:
Resolver el sistema.
y — x =20
X +y =4
Solucién:

Primer organizamos las incognitas, para que queden las y en una columna y las x en la otra, para
poder igualar coeficientes y eliminar la incégnita seleccionada para este fin.

-Xx +y =20
X +y =4

Como ya estan organizadas, se debe igualar coeficientes con signos contrarios, pero se observa que
la incégnita x tiene coeficientes iguales y signos contrarios, luego se puede eliminar, entonces:

-x + y =0
X + vy = 4
/I + 2y = 4

Despejamos y, entonces: y = 4/2 = 2. Como ya se conoce el valor de y, se toma cualquiera de las dos
ecuaciones originales y se reemplaza dicho valor, para obtener el valor de x, entones tomemos la
primera ecuacion y reemplacemos el valor dey.

-X+y=0=>-x+2=0=>x=2

La solucion es: (x,y) = (2, 2)

Si reemplazamos dichos valores en las dos ecuaciones originales, las igualdades se deben cumplir
simultaneamente.

Ejemplo 18:

Resolver el sistema

X —y = 4
X - 2y = -5
Solucioén.

Para seleccionar la incognita a eliminar, se puede tomar como criterio la que tenga signo contrario,
pero no es una camisa de fuerza. Para este ejemplo se puede escoger cualquiera de las dos,
escojamos X, entonces debemos igualar coeficientes en x y con signo contrario, para esto lo que se
hace es multiplicar la primera ecuacion por -3 y la segunda por 1, luego:

-3 - (Y = 43 -3 + 3y = -12
I - 2y -5 Operando se obtiene: I — 2y - -5
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Ahora: -3x + 3y = -12
3x - 2y = =5
/I + y = =17

La solucion para y es -17. Para obtener la solucion en x, se reemplaza en cualquiera de las dos
ecuaciones originales, por ejemplo tomemos la segunda.

X—-2y=-5=3-2(-17) =-5=3x+34=-5=x=

—5—34:_13

La solucion es: (x, y) = (-13, -17)

Ejemplo 19:

Resolver el sistema
X + 9y = 8
2x — 6y = -3
Solucioén:

Como se observa en el sistema, se puede eliminar y, ya que tiene signo contrario, solo faltaria igualar
los coeficientes, lo que se consigue multiplicando la primera ecuacién por 2 y la segunda por 3.

@x + 9y = 8?2 8 + 18 = 16

_ - _ Lo que equivale a: _ - _ Operando:
2 - 6y = -33 6x — 18 = -9
8x + 18y = 16

6x - 18y -9
14x + |/ 7

Despejando la incognita tenemos: X =7/14 =Y

En seguida debemos hallar el valor de la otra incégnita, reemplazando x en una de las ecuaciones
originales, se toma la segunda:

Asi, la solucion es: (x, y) = (1/2, 2/3)

Recordemos que la verificacion 6 comprobacion de la solucion, se hace sustituyendo en las
ecuaciones originales los valores obtenidos, para comprobar que la igualdad en verdadera.

4U2) + 92/3 = 8 2 + 6 = 8
==
U2 - 62/3 = -3 1 - 4 = -3

Se observa que las igualdades son verdaderas, luego la solucion es correcta.
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IGUALACION: Dado un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, la técnica consiste en
despejar en las dos ecuaciones la misma incognita, quedando el sistema en términos de la otra,
seguido se igualan las expresiones obtenidas. De lo anterior, se obtiene una ecuacion de primer grado
con una incognita, que por medio de procesos mateméaticos; ya analizados, se busca el valor de la
incégnita presente, el cual; como en el caso de la reduccion, se reemplaza en cualquiera de las
ecuaciones originales para hallar el valor de la otra incégnita.

Ejemplo 20:

Resolver el sistema dado a continuacion:
X +y =8

X —y =4

Solucién:

Se puede despajar la incognita que se desee, para este caso vamos a despejar x en las dos
ecuaciones.

Para la primera: x; =8 -y

Parala segunda: x, =4 +y

Ahora, igualamos las dos expresiones, ya que X; = X,
¢Por qué? Analicelo con sus compafieros.

Entonces: 8 —y =4 + y, como ya sabemos trabajar este tipo de ecuaciones, el proceso para despajar y
sera entendido.

2y =4, luego y=4/2=2.

Ahora reemplazamos el valor de y en cualquiera de las ecuaciones originales, bueno esta expresion se
ha repetido varias veces, la idea es que usted estimado estudiante la asimile para que a medida que
sigamos en el estudio de este tipo de ecuaciones, llegara el momento de NO repetir, pero si saber que
se esté haciendo.

Tomemos la primera ecuacion:
X+y=8=Xx+2=8=Xx=6

La solucion seré: (x,y) = (6, 2)

Por favor realicen la verificacién de dicha solucion, es un trabajo motivante.

Ejemplo 21:

Hallar el valor de las incognitas, para el sistema dado a continuacion.
12x - 5y = 37

9x—8y:572

Solucion:

Despajamos X.
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37+5y

12
57+16y _  _57+16y

18

Para la primera: 12x-5y =37 =12x=37+5y = x=

Para la segunda: 9x -8y = 572 = 9x = 572 +8y =
Se igualan las dos expresiones obtenidas:

37;25y = 571 816y — 1837 +5Y) = 1257 +16y)

Operando y simplificando: 666 + 90y = 684 + 192y.
Tenemos una ecuacién con una incégnita. 90y — 192y = 684 — 666
Operando: -102y = 18, luegoy =-18/102=-3/17

Ahora sustituimos y = - 3/ 17, tomemos la primera ecuacion.

12X -5y =37=1X-5-3/17 =37=1X=37-15/17=1X=614/17

Despejamos la incognita: x = 614 / 204 = 307 / 102
La solucion: (x, y) = (307 /102, -3/17)

SUSTITUCION:—Para un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, la sustitucion consiste en
despejar una de las incégnitas en una de las ecuaciones y sustituirla en la otra ecuacion. Dicho de
otra manera, si despejamos la incégnita x en la primera ecuacion, se debe sustituir en la segunda
ecuacion 6 viceversa, igual si fuera la otra incognita.

Como siempre los ejemplos modelos, permiten ilustrar claramente el método de resolucion. Veamos.

Ejemplo 22:

Resolver el sistema dado en seguida:.. 5

3x - 2y

Solucion:

Segun la teoria del método, debemos despejar una de las incégnitas en una de las ecuaciones, para
este caso se elige la incégnita y en la primera ecuacion.

X—Yy=-A4=-y=-A4-X=>y=X+4

Ahora reemplazamos y en la segunda ecuacion.

-2y =-5=3K-2(x+4) =-5

Aqui tenemos una ecuacion con una incognita, lo cual a estas alturas ya sabemos resolver.

X—2(X+4) =-5=3x-2x-8=-5=x=3

Ahora se reemplaza el valor de x en la segunda ecuacion:
3Xx-2y=-5=33)-2y=-5= -2y=-5-9=> y=—"-=7

La solucion: (x,y) = (3,7)
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Ejemplo 23:

% + ﬂ - 2
Resolver el sistema. 5 3

6x _ 3y _ 1

5 3

Solucién:

Para resolver este sistema, es aconsejable primero convertir las ecuaciones a expresion enteras.
Veamos:

%+ﬂ:23w:239x+25y:30
5 3 15
6x 5y _,_ 18x-25y

=1=>18x-25y =15
5 3 15

Entonces, segun el método, despajamos x en la primera ecuacién y la reemplazamos en la segunda,
recordemos que también se puede hacer lo contrario.

9x+ 25y =30= 9x =30-25y = x:w

Ahora: 18x—25y =15= 15{@} —25y =15= 60-50y - 25y =15= -75y =15-60
Despajando:y=-45/-75=3/5
En seguida se toma la primera ecuacién para reemplazar y, asi obtener el valor de la otra incognita; x.

9x+ 25y =30= 9x+25(3/5) =30=9x+15=30=9x =30-15

Despejando. x=15/9=5/3
Solucién: (x, y) = (5/3, 3/5)

Ejemplo 24:
- . 2x + y =1
Hallar la solucion del sistema dado.
4 + 2y = 3
Solucién:

Siguiendo la metodologia para este método, tenemos:

X+y=1=y=1-2x

Reemplazando:
AX+2y=3= 4Xx+21-2X)=3= 4Xx+2-4x=3=2=3

La dltima igualdad no es verdadera, luego NO hay solucion, por consiguiente el sistema no tiene
solucién, es un sistema inconsistente.
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3. METODO POR DETERMINANTES

Para aplicar este método, primero analicemos algunos términos propios de los determinantes.

- ) Determinante: Un determinante es un arreglo rectangular de filas y columnas, donde los elementos
de éste valores que se obtienen del sistema de ecuaciones.

b Lasfilasson: (a; by) y (a2 by)
1 Las columnas: (a; a,)y (b; b)

a;

a b El tamafio del determinante lo da el nimero de filas y de columnas. Asi pueden
2 2 haber determinantes de 2x2, 3x3, 4x4, etc.

Resolver un determinante es hallar el valor del mismo, para el caso de sistemas de dos ecuaciones
con dos incégnitas, se requiere trabajar con determinantes de 2x2.

a, b, . .
= =a,*b,-a,*b
a, b
2 2
Donde D es el valor del determinante.

- ) Ecuaciones por Determinante:

Para resolver dos ecuaciones con dos incognitas, KRAMER propuso una técnica que podemos
resumir asi:

Sea el sistema:
ax + by = ¢
X + by, = ¢

Se despeja cada incAgnita de la siguiente manera:

c, b, a, Cc,
« = 1C2 b, v = a, ¢C,
a, b1 a, bl
a, b2 a, bz

El determinante del denominador, se le llama determinante de coeficientes, que es comun para todas
las incégnitas.

La solucidn sera el cociente de los dos determinantes, para cada incognita.
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c.*b, —c,*b a.*c, —a.*c
Solucién: X = —% 2 2 1 y = 1 2 2 1
a,*b, —a,*Db, a,*b, —a,*b,

Ejemplo 24:

Resolver el sistema
3x - 2y = 5
5« -y =6

Solucion:

Se organizan los determinantes.

5 -2
x:6 —1:5x(—1)—6x(—2):—5+12:1
3 -2 3x(-1)-5x(-2) -3+10 7
5 -1
Solucioén para la primera incognita x = 1.
3 5
_ ‘5 6‘ 3x6 - 5x5 18 - 25
Y ‘3 “ 2] 3x(-1)-5x(-2) -3+10
5 -1

Solucién para la segunda incégnita y = -1
Solucion del sistema: (x, y) = (1, -1)
Ejemplo 25:

Resolver el sistema siguiente.
4 - 3y = 6
-2Xx + 5y = 4

Solucion:

Como ya se conoce le procedimiento general, procedamos asi.

6 -3
. = ‘4 5‘ _ 6x5-4x(-3) _ 30 +12 _ 42
-3 4x5 - (-2)x(-3) 20 - 6 14
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4x4 - (-2)x6

16 +12 _ 28

4 —3‘ 4x5 - (-2)x(-3)

Solucion paray =2

Solucion del sistema: (x, y) = (3, 2)

Ejemplo 26:

Hallar el valor de x e y en el sistema
x + 4y = 8

x + 4y = 6
Solucioén:

8x4 -6x4 32 - 24

7X4 —7x4 28 — 28

~N|[o 0
EEN S N

7 4

20 - 6 14

8
0

El valor de x es indeterminado, ya que la fraccion tiene como denominador cero.

Asi, el sistema NO tiene solucién, es inconsistente.

Leccion Cuatro: Ecuaciones de Primer Grado con Tres Incognitas  |Bx+gy+0z=¢|

Con los conocimientos adquiridos en el apartado anterior, sera mas sencillo abordar el que sigue, ya
gue los principios son similares, solo que para este caso se trata de tres ecuaciones y tres incognitas.

Para los sistemas de éste tipo, se van a analizar dos métodos.

PRIMER METODO: SOLUCION POR ELIMINACION.

Cuando se tiene un sistema de la forma:
ax + by + qz = d
ax + by + ¢z = d,
ax + by + ¢z = d

Donde a, ay, as, by, b,, bs, ¢4, €, C3, dy, do, d3 SoOn constantes.
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Se dice que estamos frente a un sistema de ecuaciones simultaneas, donde la solucion obtenida para
X, Y, z debe satisfacer simultaneamente las tres ecuaciones. Por consiguiente, resolver un sistema
de tres ecuaciones con tres incognitas, es hallar valores especificos para (%, y, z) tal que al
reemplazarlo en cualquiera de las tres ecuaciones, la igualdad se cumpla.

Un esquema sencillo que nos ayuda a comprender el método.

Primero:
Tres Reduce a Dos Reduce a Una
ecuaciones co » ecuaciones con dos —» ecuacion con una
tres incégnitas incognitas incognite

Segundo:
S : Con las dos soluciones, se
T mm— & IEupliekas (i Lk o reemplaza en una de las
p las ecuaciones de dos ecuaciones con tres
lucion » incogni ' >
solu incognitas, obteniendo incégnitas, para obtener la
la segunda solucién tercera solucion

La mejor forma de comprender el método es con ejemplos modelos.

Ejemplo 27:
X +y + z =4
Resolver el sistema dado, por Eliminacion. x + y - z = 0
X —y + z = 2
Solucién:

Primero enumeremos las ecuaciones para hacer mas facil su identificacion.

X + vy + z =4 ()
x +y -z =0 (2
X —y + z =2 (3

Segun el esquema, a partir de las tres ecuaciones, obtener dos ecuaciones con dos incégnitas, lo que
se hace de la siguiente manera.

Tomemos las ecuaciones (1) y (2) y eliminemos la incognita z, pero puede ser una de las otras
incognitas. .

X + y + z 4 (1
X +y - 2z 0 (2
2x + 2y /I = 4 (4

Observemos que se obtiene una nueva ecuacién (4) que es de dos incognitas.

Ahora se toman las ecuaciones (1) y (3), [pero puede ser también (2) y (3)] y eliminamos la misma
incognita que se elimind anteriormente; es decir, z, para lo cual se multiplica la ecuacion (39 por -1.
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X + + z = 4 1
X +y + 2z =4 () Entonces: —x + z -z = =2 ((3))
X -y + 2z =2 (3 I+ 2y 1 =2 (5

Las ecuaciones (4) y (5) tendran a lo mas dos incognitas. En este caso la ecuacion (5) solo tiene
una incognita, luego despejamos y se puede obtener su valor.
2y =2, entonces: y = 1. Primera solucion.

Para la segunda solucion, reemplazamos y en la ecuacién (4), ya que esta solo tiene dos incognitas y
se conoce el valor de una de ellas. Entonces:

2X+2y=4=2X+20) =4=2x=4-2=2=2x=2=X%x=1
La segunda solucién es x = 1.

Para la dltima solucién; es decir, la incégnita z, se reemplaza en cualquiera de la ecuaciones originales
el valor de x ey, asi queda resuelto el sistema.

Tomemos la ecuacion (1), (pero puede ser una de las otras, no lo olvidemos)
X+ty+z=4=0O+W)+z=4=2+2=4=7=4-2=2

La tercera soluciéon z = 2.
La solucién total: (x,y, z) = (1, 1, 2)
Ejemplo 28:

Resolver por eliminacion el sistema dado a continuacion.

X + y + z =12
2x -y + z =7
X + 2y -z = 6
Solucion:

Recordemos que para facilitar el proceso debemos enumerarlas.
X + y + z =12 (0

2x -y + z =7 (2
X + 2y -z = 6 3

Tomemos (1) y (2) y eliminemos la incognita y, ya que tiene signos contrarios y esto facilita su
eliminacion, pero no olvidemos que se puede eliminar cualquiera de las otras incognitas.
X + vy + z =12 ()
2x -y + z = 7 (2
3X | + 2z 19 4

Ahora se toma (2) y (3), pero como se ha venido comentando, puede ser (1) y (3). Se debe eliminar la
misma incognita; es decir, y. Entonces como tienen signos contrarios solo se debe igualar
coeficientes, lo que se hace multiplicando la ecuacion (2) por 2 y la ecuacion (3) se deja igual.
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4x - 2y + 2z 14 (2
Entonces: X + 2y - 2z 6 3
5x /| + z = 20 (5

2Xx -y + z
X + 2y - z

7
6 (3)

Como se puede ver, se obtienen dos ecuaciones con dos incognitas (4) y (5). La solucién se puede
hacer por cualquiera de los métodos estudiados. Usemos igualacion:

19-3x
2
Para la ecuacion (5): 5x + z = 20, también despajamos z, luego: z=20-5x
19-3x

Para la ecuacion (4): 3x + 2z = 19, despejamos z, luego: z=

=20-5x=19-3x=40-10x

Ahora se igualan las expresiones y operamos:

Como se tiene una ecuacion con una incoégnita, se resuelve como se ha aprendido.
10x — 3x =40 — 19 entonces: 7x =21, asix=3

Ahora reemplazamos el valor de x en una de las ecuaciones (4) 6 (5), asi se puede obtener el valor de
la otra incégnita. Tomemos la ecuacién (5).
5x + z = 20, entonces: 5(3) + z = 20, luego: z =20 — 15 = 5. Por consiguiente z =5

Finalmente, reemplazamos el valor se x y z en cualquiera de las ecuaciones originales. Tomemos la

ecuacion (3), pero ustedes pueden tomar cualquiera de las otras ecuaciones.

X + 2y — z = 6, reemplazando tenemos: (3) + 2y — (5) = 6, luego: 2y - 2 = 6, despejamos la incognita:
6+2

y =

=4 Luegoy=4
Solucién: (x,y, z) = (3,4, 5)

SEGUNDO METODO: SOLUCION POR DETERMINANTES.

Cuando se tiene un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, se presentan determinantes de
3x3, conocidos como determinantes de tercer orden. Esto nos induce a analizar dichos determinantes,
antes de su respectiva aplicacion.

Determinantes de tercer orden : Son arreglos de 3 filas y 3 columnas.

X YN 4
A= X2 y2 Z2
X3 y3 23

Para resolver un determinante de tercer orden hay tres formas diferentes, veamos:

1. Productos Cruzados : Se puede ver esquematicamente el procedimiento.

X Yy 4
Sea el determinante; A= X Y, Z,
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Solucién: A= [a] - [b]
IZ{)id(e;ayzzg)+(y122><3)+(><2y321)
b=(x,y,2)+(%Y:z:) +(yzx)

2. Método de Sarrus : Consiste en aumentar las dos primeras filas a continuacién del determinante
original y hacer productos cruzados. Para el determinante A definido anteriormente, el nuevo

determinante, propuesto por sarrus es:

Solucién del determinante: A= [0'] _[,B]

a = (%Y,2)+ (%Ys2) + (%, 112,)
B = (X3Y2Z1)+ (X1Y322)+ (Xz Y123)

Este método sélo es adecuado para determinantes de 3x3.

3. Método de Cofactor : La esencia del método es convertir un determinante de 3x3 en tres

determinantes de 2x2. La siguiente ilustracion explica el procedimiento.

XYy 7
Yy Z X Z X Yy
A= X Y, szxlyz Zz_Y1X2 22+21X2 y2
X, V. Z, 3 3 3 3 3

La dltima parte se resuelve como determinante de 2x2:

A=x(,2,~ ¥:2,) ~ Y%z, = %2,) + Z(%.Ys —%Ys)

El método de cofactor tiene la ventaja que se puede utilizar para determinantes de mayor tamafio.

Ejemplo 29:

Resolver por productos cruzados y por Sarrus el siguiente determinante.

-2 3 1
D=3 -1
2 -2
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Solucion:

a-) Por productos cruzados.

D = [a] - [b]

[a] = [(-2)(-)3) + (3)(-2)(1) + (A)(A)(2)] =6 6 + 24 = 24
[b] = [()(-1)(L) + (B)(3)(3) + (-DA)(-2)] = -2 + 27 +16 = 41
D=24-41=-17

b-) Por Sarrus.

-2 3 1
3 -1 4

D'=[2 -2 3=D'=[a]-[g]
-2 3 1
3 -1 4

[o] = (-2(-)(3) + B)(-2)1) + DB)(@) =6-6+24=24
[8]= @(-D + (-2)(-2)@) + QP)@B) = —2+16+27=141

D'=24-41=-17

Ejemplo 30:

Desarrollar el siguiente determinante por Sarrus y por cofactor.

P=

-4 3 0
1 2
-2 4 2

Solucion:

a-) Por Sarrus.

0

2= P=la]-[4
0

o
I
|
N

N WA~ DN W

la] = (=922 + O@A©) +(-2)(3)(3) = -16+0-18=-34
[8] = (-2)(2)0) + (-9)@)3) + D(E)(2) =0-48+6=-42
P=-34—(42)=-34+42=8
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b-) Por Cofactor:

-4 3

P=[1 2 3=(-9) 2341 3,91 2 (-4)[2x2 - (4)x3] - Jax2 - (-2)x3] +0
4 20 |-2 24 |-2
-2 4
P=(-4)(4-12)-3(2+6)+0=32-24=8
Solucion de Ecuaciones por Determinantes : Para resolver un sistema de tres ecuaciones con

tres incognitas por determinantes, KRAMER, propuso una metodologia que ilustramos a continuacion.

Sea el sistema:

I
el

ax + by + ¢z
a,Xx + by + ¢z
ax + by + ¢z = d,

1
o
N

Primero se calcula el determinante de coeficientes.

a, b1 C
Aclarando que A#0
A=la, b, c, f
a,3 bs Cs

En seguida se calculan los determinantes para cada incognita.

dl bl Cl a:[ dl Cl al bl dl
Ax=|d, b, ¢, Ay=la, d, c, Az=la, b, d,
d; by ¢ a, d; c, a, b, d,

Finalmente la solucién para cada incognita.

A X Ay _ Az
X = — — zZ=—
A A A

Los determinantes se pueden resolver por cualquiera de los métodos explicados.

Ejemplo 31:

Resolver el siguiente sistema por determinantes.
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X+y+z=5
3Xx+2y+z=8
2x+3y+3z=14
Solucion:

Usando la técnica de Kramer: primero calculamos el determinante de coeficientes:

Lo resolvemos por cofactor.

A=]~2 j-f j+]~3 j:](2x3—3>d)—1(3x3—2x1)+](3x3—2x2)=3—7+5:1

3 2 2

Ahora los determinantes de las incdgnitas. Ax Se resuelve por productos cruzados, Ay por sarrus y Az
por cofactor.

5 1 1
Ax=|8 2 1=(30+24+14)-(28+24+15)=68-67=1
14 3 3
1 5 1
1 5 3 8 1
Ay=|3 8 1=[2 14 3= (Ix8x3+3xL4xL+ 2x5xL) — (2x8XL+1x14xL + 3x5x3) = 76— 75=1
2 143 1 5 1
3 8 1
115
2 8| |3 8 I3
£z=3 2 8=1, 1J—1~2 1J+%2 j=](2)&4—3x8)—](3x14—2x8)+E(3x3—2x2)=4—26+25=3
2 31

Finalmente hallamos el valor de cada incognita.

X:g:}:]_
A1

=3

y= & = 1‘ =1 Z= E = §
A1 A1
Solucién: (x,y,2)=(1, 1, 3)

Ejemplo 32:

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones.
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X-y+2z=0
3x+2y=0
—-2x+2y-4z=0

Solucioén:
1 -1 2

A=|3 2 0|=(-8+12+0)-(-8+12+0)=0
_2 2 —_

Como el determinante de coeficientes es cero, el sistema no se puede resolver, recordemos que este
determinante no puede ser cero. La Unica que puede ser cierta es: X =y = z = 0, ya que éste tipo de
sistema se le conoce como sistema homogéneo.

Leccién Cinco: Ecuaciones de Primer Grado: problemas de Aplicacion

Con el estudio de las ecuaciones de primer grado, ahora estamos en capacidad de resolver problemas
diversos, utilizando ecuaciones de este tipo. Lo nuevo aqui es que a partir del contexto y descripcion
del fendmeno, se debe Plantear una Ecuacion o Ecuaciones para resolver la situacion.

Es importante tener en cuenta para resolver problemas con ecuaciones, los siguientes aspectos, los
cuales permitiran obtener resultados claros y verdaderos.

1. Se debe leer muy bien el problema hasta que quede completamente entendido. Si es
necesario, leerlo las veces que sean requieran.

Identificar las incognitas y expresarlas por medio de un simbolo.

Llevar el problema a un modelo matematico, es decir, plantear las ecuaciones.

Si es necesario utilizar gréficos, tablas y otros, como ayuda para la ilustracion del problema.
Realizar las operaciones necesarias para obtener el valor de las incognitas.

Identificar la respuesta y hacer la respectiva verificacion.

Establecer las conclusiones del caso.

Nogahrwd

Problemas Ecuaciones de Primer Grado con Una Incogn  ita

Para resolver problema de este tipo, lo mas pertinente es plantear ejemplos modelos y hacer su
respectiva explicacion.

Ejemplo 33:

Escribir la modelaciéon matemética de la siguiente situacion: La longitud de un arco circular, es el
producto del angulo barrido y el radio del circulo.

Solucién:

Se dan simbolos a los términos. &
Longitud del arco: S
Angulo barrido: ®

Radio del circulo: R <
Segun el problema, el modelo seria: S=Rx ® '
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Ejemplo 34:

Escribir matematicamente la siguiente situacion: El volumen de un cono circular recto es un tercio del
producto de una constante, el radio al cuadrado y la altura.

Solucion: S

Los simbolos.

V = volumen H
1= constante

R =radio

H = altura

Segun el contexto V = él’leH

Ejemplo 35:

Un carpintero debe cortar una tabla de 6 m. de largo en tres tramos, si cada tramo debe tener 20 cm.
mas que el anterior, ¢ Cudl sera la longitud de cada tramo?

Solucién:

Sea x la longitud del tramo mas corto, entonces el segundo tramo sera x + 20 y el tercero sera x + 40.

x x+20 x+40

El modelamiento matematico es:

(X) + (x+20) + (x +40) =600 Operando:

3x + 60 =600 Entonces: 3x =600 — 60 = 540
Despejando la incognita: x = 540/3 = 180

Asi:

El tramo més corto x =180 cm.

El segundo tramo: x + 20 = 180 + 20 = 200 cm.

El tercer tramo: x + 40 = 180 + 40 = 220 cm.

Ejemplo 36:

Se sabe que la suma de los angulos internos de un triangulo mide 180°. En un triangulo rectangulo
uno de los angulos es él otro aumentado en 10°. ¢ Cuéles seran las medidas de los angulos de dicho
triangulo?

Solucion:

Si x es el angulo mas pequefio, el otro angulo sera x + 10. Recordemos que un triangulo rectangulo
tiene un angulo recto, luego:
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(x) + (x +10) + 90 =180

2x + 100 =180
2x =180 -100 =80 r+10
X =40

Ahora: x + 10 = (40) + 10 =50

Los angulos son: 40°, 50°, 90°.

Ejemplo 37:

En una molécula de azucar se encuentra el doble de 4&tomos de hidrogeno que de oxigeno, también
tiene un atomo mas de carbono que de oxigeno. Si la molécula de azucar tiene 45 atomos. ¢ Cuéntos
atomos de cada elemento tienen dicha sustancia?

Solucién:

x = Atomos de oxigeno

y = 2x. Atomos de hidrogeno segun el contexto del problema.

z = x + 1. Atomos de carbono segun el contexto del problema.

Como todo suma 45, entonces el modelo matematico serd: x + y + z = 45. Expresando el modelo en
términos de una sola incoégnita: (x) + (2x) + (x + 1) =45

Operando: 4x +1 = 45; 4x = 44; entonces: x = 11 atomos de oxigeno.

Atomos de hidrogeno: 2x = 11x2 = 22

Atomos de carbono: x +1=11+1=12

Solucion: La molécula de azucar tiene 11 dtomos de oxigeno, 22 dtomos de hidrégeno y 12 atomos de
carbono. CioH»04;

Ejemplo 38:

Un Ingeniero desea desarrollar un equipo hidraulico compuesto por dos cilindros. El primer cilindro
estd a 120 cm. del punto de apoyo y ejerce una fuerza de 500 Kg.-f, el sistema debe soportar una
fuerza de 1.200 Kg.-f ubicada a 90 cm. del punto de apoyo y al lado opuesto de los cilindros. Si el
segundo cilindro ejerce una fuerza de 700 Kg-f, ¢En donde se debe colocar dicho cilindro para que el
sistema quede en equilibrio?

Solucién:

Para que el sistema este en equilibrio, la suma de las fuerzas debe ser cero.
F. = Fuerza uno, ubicada a x; distancia del punto de equilibrio.

F, = Fuerza dos, ubicada a x, distancia del punto de equilibrio.

Fs; = Fuerza tres, ubicada a 90 cm. del punto de equilibrio.

Segun las condiciones del problema: 7 7, 7,
FiX1 + FoXo = F3X3

Reemplazando: P Eq

500%120 + 700* X = 1.200%*90 : :

Resolviendo: | 120 cm. ‘ a0 cm. |
60.000 + 700X = 108.000 I x| I
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700 X = 48.000, entonces: X =68,57 cm.

Solucion: El cilindro dos se debe colocar a 68,57 cm. del punto de equilibrio

Problemas Ecuaciones de Primer Grado con Dos Incogn ita

En el desarrollo de ecuaciones de primer grado con una incégnita, se han adquirido destrezas en el
planteamiento y resolucion de problemas. Sin olvidar los cinco pasos que se recomiendan para este
tipo de situaciones, entramos en el analisis y resolucion de problemas donde se involucran dos
ecuaciones con dos incégnitas.

Ejemplo 39:

Una industria tiene dos clases de equipos para comunicacion, la clase A cuesta $67.000 y la clase B
cuesta $100.000, si fueron vendidos 72 equipos con un costo total de $5’880.000, ¢ Cuantos equipos
de cada clase fueron vendidos?

Solucion:

Como se tiene dos incognitas: Costo y cantidad, se debe plantear dos ecuaciones.

X = Equipos de clase A

y = Equipos de clase B

Ecuacion para cantidad: x +y = 72

Ecuacion para costo: 67.000 x + 100.000 y = 5'880.000

Como se tiene dos ecuaciones con dos incognitas, se puede utilizar para su solucion: Grafico,
eliminacion o determinantes.

Solucion grafica:

50 |

40|

30 |

67x + 100y = 5880

20 |

0 T10 T20 T30 a0 50 "60 o™

El punto de corte esta en x = 40y en y por encima de 30, aproximadamente 32
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Solucién analitica:

El sistema planteado a partir de la situacion planteada es:
X+y=72
67.000 x + 100.000 y = 5'880.000

Para este caso utilicemos la eliminacion por reduccion. Se elimina la incognita x. Luego la primera
ecuacion se multiplica por -67.000 y la segunda queda igual.

-67.000 x — 67.000 y = - 4’824.000
67.000 x + 100.000 y = 5’880.000

33.000y = 1'056.000

Despejando y = 32

Reemplacemos y en la primera ecuacion:
X+y=72; x+(32) =72, entonces: x = 40.

Solucion: Se vendieron 40 equipos de clase Ay 32 equipos de clase B.

Ejemplo 40:

Se desea preparar una sustancia a partir de dos soluciones base. La solucion N tiene el 5% y la
solucion M tiene el 20%. La cantidad resultante R debe ser de 200 ml, con una concentracion del 15%.
¢,Cuantos mililitros de solucion N y M se deben mezclar?

Solucién:

x = Mililitros de la Solucion N al 5% ... y = Mililitros de la Solucién M al 20%

Se tiene dos ecuaciones, una para el volumen y otra para la concentracion.

- Ecuacion para el volumen: x + y =200 (mililitros)

- Ecuacion para la concentracion: 0,05x + 0,20y = 200(0,15) entonces: 0,05 x + 0,20y =30

El sistema obtenido sera:

x+y=200 ... 0,065x + 0,20y =30

Solucién Grafica:

208y

0,05 x + 0,2y = 30
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Se observa que la incognita x esta cerca a 60 y la incégnita y por encima de 120. Con el método
analitico se puede obtener la solucién precisa.

Solucién Analitica:

Vamos a resolverlo por sustitucién, el sistema:
x+y =200
0,05x + 0,20y =30

Despejemos x en la primera ecuacion: x = 200 — y. Reemplazamos dicha incoégnita en la segunda
ecuacion: 0,05(200 — y) + 0,20 y = 30. Operando el paréntesis: 10 — 0,05y + 0,20y = 30.
Simplificando: 0,15y = 20. Asi:y = 133,33

Ahora, reemplazamos el valor de y en la primera ecuacion, recordemos que puede ser también en la
segunda: x +y = 200, entonces: x + (133,33) = 200, operando: x = 67,67
Solucién: Se deben mezclar 66,67 ml de solucién N y 133,33 ml. De solucién M.

Ejemplo 41:

Los angulos a y B son suplementarios, de tal manera que uno de ellos es 4 veces y 3 grados mayor
que el otro. ¢, Cuéles son las medidas de los angulos a y B?

Solucién:

Sea a angulo mayor
Sea 3 &ngulo menor.

La ecuacion de angulos suplementarios: a + 3 = 180
La ecuacion, dada la condicion del problema: a =4 + 3
Organizando:

a+p =180

a-43=3

Solucién Grafica:

- X +y =180

60 _|

a0 |

20 | X rdy= 3< e \

20— | O 20 40 60 80 100 120 140 160 200
-20 |

El punto muestra que a (X) estéa por encima de 140 y el punto B (Y) esta cercano a 40. Con el método
analitico, se puede obtener la solucion precisa.
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Solucién Analitica:
a+p =180
a-43=3

Por reduccion:
4a + 4B =720
a- 43=3

5a =723, entonces: o =144,6

Para hallar el &ngulo B, reemplazamos en la segunda ecuacion:
(144,6) - 4B = 3. Desarrollando: -4 = 3 — 144,6 = -141,6. Por consiguiente: B = 35,4

Solucién: El angulo a mide 144,6° y el angulo § mide 35,4°

Ejemplo 42:

En un circuito en serie la resistencia total es la suma de las resistencias componentes. Un circuito en
serie es compuesto por dos resistencias R; y R,, la resistencia total es de 1.375 ohmios, para
suministrar el voltaje requerido, R; debe tener 125 ohmios mas que R,. ;Cual es el valor de las
resistencias?

Solucién:

Se plantean las ecuaciones.

Ecuacioén de resistencia total: R; + R, = 1.375

Segun las condiciones del problema: R; = R, + 125

Entonces: R; + R, =1.375 y R; - R, =125

Tenemos dos ecuaciones con dos incognitas.

Solucién Gréfica:

R1 + R2 =1.375

R1

-400 -200 o 200 400 600 800 1000 1200 ‘*4& 1600 18

Como se observa en la grafica, el punto de corte no es muy claro, R1 se acerca a 800 y R2 supera a
600.
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Solucién Analitica:

Tomando las dos ecuaciones.

Ri+R,=1375y R;- R;=125

Despejamos R; en lasegunda: R; =R, + 125

Reemplazamos en la primera: (R, + 125) + R, = 1.375

Operando y simplificando: 2R, = 1.375 — 125 = 1.250, luego: R, = 1250/2 = 625

Ahora se busca el valor de R; reemplazando el valor de R, en cualquiera de las ecuaciones,
utilicemos la ecuacién dos: R; - R, = 125, entonces: R; = R, + 125 = (625) + 125 = 750. R; = 750
Por consiguiente: las resistencias tienen el valor de 625y 750 ohmios.

Ejemplo 43:

Jorge y Alberto pertenecen a un Club Ejecutivo, quienes debieron pagar una afiliacion y cuotas
mensuales. Jorge por 7 meses pagoé por adelantado un total de $605.000 y Alberto por 18 meses pago
por adelantado $770.000. ¢ Cuéanto vale la afiliacion y la mensualidad en dicho Club?

Solucién:

x = Cuota inicial

y = mensualidad

Se plantea una ecuacion para Jorge y una para Alberto.
Jorge: x + 7y = 605.000

Alberto: x + 18y = 770.000

Se resuelve reduccion: Multiplicamos la primera ecuacion por -1, luego:

-X - 7y = - 605.000

X + 18y = 770.000

11y = 165.000, despejando la incégnita: y = 15.000

Para hallar x, reemplazamos el valor de y en la primera ecuacion:

X + 7(15.000) = 605.000, donde: x = 500.000, despejando la incégnita: x = 500.000
Solucion: La afiliacion cuesta $500.000 y la mensualidad cuesta $15.000

Problemas Ecuaciones de Primer Grado con Tres Incog  nita

Existen problemas donde estan involucradas tres incognitas, la solucion de este tipo de problemas
son similares a los casos anteriores. Veamos algunos ejemplos modelos, que nos permitirdn
comprender situaciones de este tipo.

Ejemplo 44:

La suma de tres nimeros es cuatro, el primero, dos veces el segundo y el tercero suma uno. Por otro
lado tres veces el primero mas el segundo, menos el tercero equivale a -2. ¢ Cuéles son los niumeros?

Solucién

El planteamiento.

X = Primer nimero

y = Segundo numero
Z = tercer nimero
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Segun las condiciones.
X+2y+z=1 (1)
x+y—z=-2 (2)
XxXty+z=4 (3)

Tomamos (1) y (2) y eliminamos z.
x+2y+z=1 (1)
X+y—z=-2 (2)

Ahora tomamos (2) y (3), eliminando la misma incégnita z.
x+y—z=-2 (2)
XxXty+z=4 (3)

Se han obtenido dos ecuaciones con dos incdgnitas, la forma de resolverlas ya se han estudiado.
Ax+3y=-1 (4)
Ax+2y=2 (5

Eliminemos x.
-4x-3y=1
4x +2y =2

-y =3. Primera solucion:y = - 3

Reemplazamos el valor de y en cualquiera de las ecuaciones (4) o (5). Tomemos la ecuacion 4.
4x + 3y = -1, entonces: 4x + 3(-3) = -1. Operando y simplificando: 4x=-1+9=28
X =8/4 =2. Segunda solucion: x = 2.

Para hallar el valor de la tercera incégnita se reemplaza los valores de y y x en cualquiera de las
ecuaciones originales (1), (2), (3). Tomemos la ecuacion tres.

Xx+y+z=4. Reemplazando: (2) + (-3)+z=4,luego: z=4+3-2 =5. Asi:z=5

Solucién: (x,y,2) = (2, -3, 5)

Ejemplo 45:

El &ngulo més grande de un triangulo es 70° mayor que el Angulo méas pequefio y el &ngulo restante es
10° més grande que tres veces el angulo mas pequefio ¢ Cuéles son las mediciones de los &ngulos?

Solucion:

x = Angulo mas pequefio

y = Angulo intermedio

z = Angulo més grande

Por las condiciones del problema:
X+y+z=180 (1) ¢porqué?
X—z=-70 (2)

3x—-y=-10 3

Se elimina la incégnita y, entonces:
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X+y+z=180
X—z=-70

Se tiene un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas.
3x—-y=-10
2x+y =110

Eliminamos y: 5x = 100, asi: x =20

Calculemos ahora y de la ecuacion (3): 3x —y = -10, entonces: 3(20) — y = -10, operando se obtiene:
y=10+60=70, asi:y=70

Finalmente para hallar z, tomaos la ecuacion (1)
X +y + z =180, reemplazando: (20) + (70) + z = 180. Por consiguiente z = 90.

Asi se tiene la solucion: (x, y, z) = (20, 70, 90)
Ejemplo 46:

Una Heladeria tiene tres sucursales: La sucursal A vendié 75 helados, 75 paletas y 32 conos,
recibiendo $84.500. La sucursal B vendi6 80 helados, 69 paletas y 27 conos, recibiendo $77.500 y la
sucursal C vendio 62 helados, 40 paletas y 30 conos, recibiendo $62.400. ¢ Cuénto cuesta la unidad
de cada producto?

Solucién:

Sea x = Helado, y = paleta, z = Cono. Segun las condiciones del problema, se tiene:
Sucursal A: 75x + 75y + 32z = 84.500
Sucursal B: 80x + 69y + 27z = 77.500
Sucursal C: 62x + 40y + 30z = 62.400

Como tenemos 3 ecuaciones con 3 incognitas, se resuelve por determinantes.

84 500 75 32
77 500 69 27
62 400 40 30

X = Resolviendo por cofactor:
7% 75 32
80 69 27
62 40 30
69 2 77500 2 77500 69
8450 -7 +3
: 40 3 62400 3 62400 4 _ 84500* 990- 75* 640200+ 32 * - 1205 600)
. 69 2 _ 80 2 N 80 6 75* 990-75* 726+ 32 * (- 1078)
40 3 62 3 62 4
X:M:zoo X = 200
-14.69¢
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75 84 500 32

80 77 500 27 77 500 27 80 27 80 77 500
- 84 500 + 32
_ |62 62400 30| |62 400 30 62 30 62 62 400
Y= "5 75 32 69 27 80 27 80 69
75 - + 32
80 69 27 40 30 62 62 40
62 40 30

_ 75*640 200 -84 500 * 726 + 32*187 000 _ — 7348 000 _ 500 y = 500
75*990 — 75* 726 + 32* (—-1078) - 14 696

75 75 84 500

80 69 77 500 . 69 77 500| __[80 77 500 84 500 80 69
L 62 40 62 400| |40 62 400 62 62 400 U162 40
© |75 75 32| 69 27 80 27 80 69
75 -75 + 32
80 69 27 40 30 62 30 62 40
62 40 30

S = 75 *1205 600 — 75* 187 000 + 84 500 (-1078) _ — 14696 000 _ 1000 7z = 1.000
75* 990 - 75* 726 + 32* (-1078) -14 696

Solucién: El helado cuesta $200, la paleta cuesta $500 y el cono cuesta $1.000.
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EJERCICIOS

En los ejercicios propuestos, resolver la ecuacién paso a paso identificando el axioma,
propiedad o ley matematica utilizada.

1. 3(2-x) =2x-1 Rta: x =7/5

2.1x—6:§x+1 Rta: x =-28
2 4

3.§+£:1 Rta: x =20
X X 2

4. X +6x-7=(x+1)?° Rta: x = 2

5. 2 = 3 + 10 Rta: x=6
X—2 Xx+5 (x+5(x-2)

6. 5—X+2:7—x Rta:x=4

Resolver los siguientes sistemas por el método de reduccion.

X - 5y = -13

7. I+ 2y - 12 Rta:x=2, y=3
X + 2y = 6

8. X - y = -10 Rta:x=-2, y=4

Resolver los siguientes sistemas por el método de Igualacion.

2x — 4y = -2

. =1 =3
9'3X + 2y — 3 Rta:x=%, y=%

Resolver los siguientes sistemas por el método de Sustitucion

1
X - -y = -1
10. 2 Rta: NO hay solucién
2x - 'y = -6

Identificar el valor de ¢ en cada determinante, de tal manera que la igualdad se cumpla.

2

11. 3

4‘ 12
= Rta: ¢ = 12
& ¢

Resolver los sistemas de ecuaciones propuestos por el método de Kramer; es decir, utilizando
determinantes.
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5« - y = 13
12. Rta:x=3, y=2
2x + 3y = 12

3X - 6y = 24
13. Rta: x=4, y=-2
5« + 4y = 12
. =2x+1
14. Y T T3 Rta:x=2, y=-1
3x = 8+2y

Resolver los determinantes dados a continuacion por el método de productos cruzados.

_1 _2 —_

15. A=|2 3 4 Rta. A=2
4 1 O
4 -3 5

6. B=|0 2 -1 Rta: B =9/2
1/2 1 1/2

Resolver por Sarrus los determinantes dados.

_1 2 —_

17. C=-2 3 4 Rta: C =58
4 -1 O
1/2 -1/2 1

18. E=|1 1/2 Rta: E = -3/4
2 -1/2 1

Resolver por Cofactor:

-5 6 7
19. F=|0 1 Rta: F = -49
1 -4 0

Resolver por eliminacion los siguientes sistemas de ecuaciones.

X—-2y+3z=7

20. 2X+y+z=4 Rta:x=2,y=-1,z=1
-3x+2y—-2z=-10

Solucionar los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de Kramer.



X—-2y+3z=7
o 2X+ty+z=4
—-3x+2y-2z=-10

Rta:x=2,y=-1,z=1

Hacer el planteamiento de los problemas propuestos y resolverlos adecuadamente.

22. La suma de dos numeros enteros positivos es igual a 12, uno de ellos es el doble del otro. ¢ Cuéles
son los nimeros?
Rta:4 y 8

23. Un voceador reparte el peridédico en 1800 seg., su compafero lo hace en 120 seg., si lo hacen
simultdneamente, ¢ Cuénto tardaran en hacer la entrega?
Rta: 720 seg.

24. Un angulo mide 46° mas que su complementario. ¢ Cudl sera la medida de los angulos?
Rta: 22° y 68°

25. En una distribuidora de dulces, 4 paquetes de dulces y 4 paquetes de galletas valen $7.900. Dos
paquetes de galletas cuestas $20 mas que un paquete de dulces. ¢Cuanto cuestan un paquete de
galletas y un paquete de dulces?

Rta: Galletas: $665, -dulces $1.310

26. Un automovil recorre 50 Km. En el mismo tiempo que un avioén viaja 180 Km. La velocidad del
avion es de 143 Km/hr mas que el del automavil. ¢ Cudl es la velocidad del automovil?
Rta: 55 Km/hr

27. Un Bidlogo desea probar un fertilizante a partir de tres clases existentes referenciados Fi, F,, F3,
cuyos contendido de nitrdgeno son: 30%, 20% y 15% respectivamente. El Bidlogo quiere trabajar con
600 Kg. de mezcla con un contenido de nitrégeno de 25%, pero la mezcla debe tener 100 Kg. mas de
Fs que de F,. ¢ Cuanto requiere el Biodlogo de cada tipo de fertilizante?

Rta: F; =380 Kg, F, =60 Kg, F; = 160 Kg.

28. En la caja de un Banco hay $880 en billetes de $5, $10, $50. La cantidad de billetes es $10 es el
doble de la de $50, si hay en total 44 billetes. ¢ Cuantos billetes de cada denominacion tiene el Banco?
Rta: 8 billetes de $5, 24 de $10y 12 de $50
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Leccion Seis: Ecuaciones de Segundo Grado ¢X2 +ux+e£=0

Las ecuaciones de segundo grado han sido motivadas desde tiempos inmemorables, inicialmente la
necesidad de resolver problemas de area y volumen, condujeron a manipular ecuaciones de este tipo.
Como los numeros negativos se formalizaron tarde en la historia de las Mateméticas, en sus inicios el
manejo de las ecuaciones de segundo grado fue con nimeros positivos.

Se reconocen 5 tipos de ecuaciones de segundo grado.

X% = bx, x*’=c, x*+c=bx, x’=bx+c, x+bx=c

Para resolver este tipo de ecuaciones se han utilizado diversos métodos, desde épocas de Heron,
pasando por Euclides hasta el método axiomatico, han permitido solucionar problemas que involucran
ecuaciones de segundo grado, por el interés que despierta, se analizara el método axiomatico.

METODO AXIOMATICO: Es el método més utilizado; por no decir que el Gnico, en la actualidad, se
soporta en los axiomas, propiedades y definiciones, establecidos a través de toda la historia de las
matematicas.

Sea la ecuacién ax®> + bx + c =0, cona, by c constantesy a# 0. Este tipo de ecuaciones se puede
resolver de las siguientes maneras:

1. FACTORIZACION:

Se sabe que toda ecuacion de segundo grado se puede expresar como producto de dos factores.

ax® +bx+c=(x+d)(x+ 8)=0

A los factores obtenidos se les aplica la “Regla del Producto Nulo” la cual dice:

si (x+d)(x+B)=0=>=(x+3)=0v,(x+8)=0

De esta manera se puede despejar la incognita y obtener las soluciones respectivas. Se debe aclarar

que las ecuaciones de tipo ax* + bx + ¢ = 0, tiene dos soluciones, las cuales pueden ser: Reales
iguales, Reales diferentes 6 Imaginarias.

Ejemplo 47:
Resolver la siguiente ecuacion. 3x” -3x-18=0
Solucion:

Primero factorizamos el trinomio, a esta altura debemos conocer las técnicas de factorizacién, en
caso de dudas por favor consultar el modulo de Matematicas Basicas para aclarar dudas al respecto.

33x* —3x-18) (3x)? - 33x)-54 _
3
La Gltima expresion se puede factorizar como un trinomio de la forma x*> + bx + ¢ = 0
2
- - - +
(3x) 3;(3x) 54 _ (3x 9)3(3x 6) _ (3x-9)(x+2) =0
Tenemos dos términos a los cuales le podemos aplicar la regla del producto nulo.

=0> 0

(3x—9) =0, despejando x =3
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(x +2) =0, despenando x =-2

Se observa que se obtienen dos soluciones -2 y 3, asi se comprueba que toda ecuacion de segundo
grado tiene dos soluciones.

Ejemplo 48:

Hallar la solucién de la ecuacién x? —10x+25=0

Solucion:

Se factoriza como trinomio cuadrado de la forma x? + bx + ¢ = 0.
x? —=10x+25=(x-5)(x-5)=0

Por la regla del producto nulo:

Xx—=5=0,luegox=5

Xx—=5=0,luegox=5

Se observa que la solucion es doble, pero la misma.
Ejemplo 49:

Determinar el valor de x para la ecuacion x> +16=0

Solucién:

Despejamos la incognita.

x*+16=0= x> =-16= X =+/-16

Se observa gue se tiene una raiz par de nimero negativo, cuya solucién esta en el campo de los
ndmeros imaginarios.

Asi:x=+4i y x=-4i

NOTA: recordemos los numeros imaginarios, el tema esta explicitado en el modulo de matematicas
Basicas. Por otro lado, en los ejemplos anteriores se puede verificar que la solucion puede ser real
diferente, real igual 6 imaginaria.

Ejemplo 50:

Hallar la solucién de la ecuacién 9x* —25=0

Solucién:

La idea es despajar la incognita, en este caso x.

9x* -25=0= 9x* =25 = x° :§:> x=t |22 =42
9 9 3

La solucién es: x =5/3 y x =-5/3

Ejemplo 51:

Resolver la ecuacion x? -2x-4=0
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Solucion:

Para este caso, NO es facil identificar dos niumeros que multiplicados sea - 4 y sumados sea -2, esto
conlleva a buscar otras técnicas para resolver este tipo de ecuaciones. Una de ellas es la que se
analiza a continuacion.

2. FORMULA CUADRATICA : En muchas ocasiones el trinomio propuesto en la ecuaciéon no se puede
resolver directamente por factorizacion o extraccion de raiz, entonces lo que se hace para resolver la
ecuacion propuesta es utilizar la féormula cuadrética, es un camino mas rapido para resolver
ecuaciones de segundo grado con una incognita.

Sea la ecuacion: ax® +bx+c=0 con a, b, c, reales y — b + 4/ b2 —4ac

a # 0. La solucién para la incognita es: X =
2a

Para demostrar la férmula cuadratica, aplicamos el principio de completar cuadrados. Veamos:
axX +bx+c=0=ax +bx=—

Demostracion:

Se debe hacer que el coeficiente de la incdgnita al cuadrado sea uno, para esto se divide todo por a.
a, b -c , b C
— X +—X=E—=X +—X=E——
a a a a a

Se completa cuadrados en la parte izquierda de la ecuacion

b bY (b)Y ¢

XCH—X+ — | = — | ==
a 2a 2a a

El primer término es un trinomio cuadrado perfecto, entonces:
2 2 2

Desarrollando la raiz del denominador y operando las dos fracciones:

__b  Jb’-4ac_-b+yb’-4ac
2a  2a 2a

Las soluciones por medio de la férmula cuadratica seran:
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Xl:—b+\/b2—4ac y -b-+/b% -4ac

X =
2a 2 2a

A la expresion A = b? — 4acse le conoce como el discriminarte , debido a que su signo indica el tipo
de solucion obtenida.

Si A >0: Hay dos soluciones reales diferentes.

Si A =0: Hay dos soluciones reales iguales

Si A <0: Hay dos soluciones imaginarias.

Ejemplo 52:
A partir del ejemplo 50, resolver la ecuacién x> —2x—-4=0
Solucion:

Para el trinomio dado, a=1,b=-2yc=-4. Aplicando la férmula.

L~ /(27 - A0)(A) _ 22 /4+16 _2x20
- 2(1) S 2 T2
Las soluciones son:

2+4/20 2-

> 0323606 y X, =

5]

= > J-1,23606

Como se puede observar, las soluciones son reales y diferentes.

Ejemplo 53:
Resolver la siguiente ecuacién utilizando la férmula cuadratica. x> —6x+8=0
Solucion:

Para el trinomio dado, a=1,b=-6y c =8. Aplicando la férmula.

X = - (-6) £+/(-6)* - 4)(8) _6%+/36-32 _6+4 _6+2

21) 2 2 2
Las soluciones son:
Xl:6;2:4 y XZ:EZZ

Como las soluciones son enteras, este trinomio se puede resolver también por factorizacion.

Ejemplo 54

Resolver 3x? —4x+2=0
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Solucion:

Identificamos las constantes. a= 3, b =-4, c = 2, entonces:

M GOE: V(-4 -4@3)(2) _4+16-24 _4x-8 _4x.8i
2(3) 6 6 6

Simplificamos el radicar.

- 422720 _2+42i

6 3
Las soluciones:

_2+4/2i _2-2
X = X

2 Y T

Se observa que las soluciones son imaginarias, a propdsito, cuando una ecuacion tiene solucién
imaginaria, su conjugada también es solucion.

Ejemplo 55:

Resolver la ecuacion: 2x? +6x = -4

Solucién:

Lo primero que debemos hacer es igualar la ecuacion a cero:

2% +6X=—4=2X° +6x+4=0

Asia=2,b=6yc=4. Se aplicalaférmula.

6567 ~42)(@ _ 63632 _ 624 _-6+2

2(2) 4 4 4
Las soluciones:
-6+2 -6-2
= =-1 = =-2
X 4 y % 2

En los ejemplos realizados, donde las soluciones han sido reales, los valores son enteros, pero no
siempre es asi, en muchas ocasiones las soluciones son fraccionarias.

Ecuaciones de Grado N (n par) Px" + ,ux%‘ +e=0

A veces se pueden presentar ecuaciones de la forma ax" +bx™ +c=0, donde m=n/2, la
idea es reducir el grado del trinomio hasta que n = 2. Para resolverlo como un trinomio
cuadrado.

Algunos ejemplos nos aclaran el proceso.
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Ejemplo 56:
Resolver: x* -5x*+4=0
Solucion:

Se hace un “cambio de variable” digamos u = x* luego u? = x* Reemplazamos:
X' =5x*+4=0=>=U"-5u+4=0

Ahora se puede resolver el ultimo trinomio, se utiliza la factorizacion.

U’ -5u+4=0=>=(u-4Ju-1)=0

Por la regla del producto nulo:

u-4=0,u=4

u-1=0,u=1

Ahora se reemplaza el valor de u por x*

X°=4, x=+2y -2

x*=1, x=+1y -1

Se observa que se obtienen 4 soluciones, ya que la ecuacién original es de grado cuarto.
Ejemplo 57:

Resolver la siguiente ecuacion y" +6y° -16=0

Solucién:

Hacemos el “cambio de variable” w =y, luego w? = y*° entonces:
Y0 +6y° —16=0=>=W +6W-16=0

La dltima expresidn se puede resolver por factorizacion o por la cuadratica, resolvamosla por
los dos métodos.

Por Factorizacion:
W +6w-16=0==(w+8)w-2)=0

Por la regla del producto nulo:
w+ 8 =0, luego: w=-8
w-2=0, luegow =2

Por la Cuadratica:

e ~6+/(6) - 4(1)(-16) _—62/36+64 _-6+100_-6+10
2(1) 2 2 2
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Las soluciones:
_—-6+10 _ _—-6-10
=2 y w, =

=-8
! 2 2

Pero la solucién final se debe dar en la incégnitay. Comow =y Se hace el reemplazo:

Paraw;: y°=2=—=y=%/2
Paraw;: y°* =-8==y=%/-8

Podemos ver que sélo se obtuvieron dos soluciones, pero la ecuacion es de grado 10, luego
hacer falta ocho soluciones, las cuales se pueden obtener por métodos matematicos mas

avanzados.

Ejemplo 58:
Resolver la ecuacion: x% + 2xy3 -15=0

Solucién:

Como en los casos anteriores se hace “cambio de variable”.

VX3 ==V = % Procedemos a reemplazar.
2
X3 +2x/* =15=v2 + 2v=15=0
La ultima expresion al resolvemos por factorizacion.

vZ+2v-15=0== (v+5)v-3)) =0

Por la regla del producto nulo.
v+5=0, v=-5
v—-3=0, v=3
Finalmente, reemplazamos nuevamente para Xx.
3
V=-5== x5 = 5o (x%) =(-5°=>=x=-125

3
v=3—= x% =35 (x%) =3 == x=27

Solucién: x =-125 y x =27
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Leccién Siete: Ecuaciones de Segundo Grado: Problemas de aplicacion

Muchos fenédmenos del mundo que nos rodea, se pueden expresar matematicamente por medio de
ecuaciones cuadréticas. Para resolver problemas de este tipo, se debe seguir la metodologia
propuesta en la seccién de problemas con ecuaciones de primer grado, es una buena orientacion. La
manera mas pertinente de ilustrar problemas que se resuelven con ecuaciones de segundo grado, es
por medio de ejemplos modelos.

Ejemplo 59:

La cuarta parte del producto de dos nimeros enteros pares positivos consecutivos es 56. ¢ Cuéles son
los niUmeros?

Solucion:

Sea x el entero par, luego (x + 2) sera el entero par consecutivo. Segun las condiciones del problema.

%(x)(x+ 2) =56,

Desarrollando: %(X)(X +2) =56=>= x> +2x—-224=0

Como se tiene una ecuacion de segundo grado, se utiliza el método de la formula cuadrética.
. -2+ /4-4()(-224 _ -2++/900 _ -2+30
20 2 2
Las soluciones:
= —2130: —2+30:

14
! 2 2
-2+ - —

y, = 2430 _-2 30:_16
2 2

Como se trata de enteros positivos, entonces la solucién valida seré 14, la otra no se tiene en cuenta.
Asi la solucion al problemaes: 14 y 16

Ejemplo 60:

La raiz cuadrada de un niamero mas cuatro, es lo mismo que el nimero menos ocho. ¢Cual sera el
namero?

Solucién:

Sea y = el nUmero a buscar. Aplicando las condiciones dadas en el problema.

Jy+4=y-8

Teniendo el modelo matemético, se puede resolver la ecuacion, para obtener la solucién al problema.
lo que se puede hacer es eliminar la raiz y luego despejar la incégnita.

Jy+a=y-8==(/y+4f =(y-8 == y+4=y*-16y+64

2 —
Reorganizando la tltima ecuacion: Y —17y +60=0
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Por la cuadratica:
~(-17) £ +/(-17)% - 4(1)(60) _17++/289-240 _17++/49
2(1) 2 2

y:

Las soluciones:
_17+49 _17+7 _

12
Yi 5 5
174449 1777 _
T I

Las soluciones son 5 y 12. Pero segun las condiciones dadas en el problema, el nUmero que las
cumple es 12, entonces y = 12.

Ejemplo 61:

Calcular las dimensiones de un rectangulo, cuya area es de 375 m?; ademas, el largo es el doble del
ancho menos cinco.

Solucion:

Una grafica nos ilustra la situacion.

¥ A= 375"

2x—="5
El planteamiento del modelo sera: (X)(2x—5) =375

Multiplicando y resolviendo: 2X*> —5X =375=>=>2x* —=5x—375=0

Se resuelve la ecuacion por la formula cuadratica:

= ~(-5)/25-4()(-379 _5x25+3000 _5:+3025 _5+55

2(2) 4 4 4
Las soluciones: X = 5+5% %) =15 = 5_755 = __jo =-125

Como el problema es sobre longitudes, los valores negativos no son validos, luego: x = 15.
Por consiguiente.

Largo: 2(15)-5=25 y Ancho: x =15
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Ejemplo 62:

Un objeto es lanzado verticalmente hacia arriba con una velocidad de 400 m/seg. la altura tiene como
modelo matemético y = —16t> +V,t Siendo t el tiempo y v, la velocidad inicial.

A -) En que tiempo el objeto regresa al suelo
b -) Cuanto tarda en alcanzar 2.500 metros de altura

Solucion:

a-) Cuando el objeto regresa al suelo, la altura es cero (y = 0)

y = -16t° + v,t >= -16t° + 400t = 0

Recordemos que la velocidad inicial es de 400 m/seg. Se factoriza para despejar la incognita, que en
este caso es el tiempo. —16t> + 400 = 0 == t(-16t + 400 =0

Por la regla del producto nulo: t=0 ¢é -16t + 400 = 0, luego t = 25 seg.
El objeto regresa al suelo a los 25 seg. de haber sido lanzado.

b-) Para determinar el tiempo en que la altura es de 2.500, en la ecuacion se reemplaza y por 2.500 y

se despeja el tiempo. 2500 = -16t? + 400t =>= 16t — 400t + 2500 = 0
Aplicamos la cuadratica a la ultima ecuacion:

_ —(~400) + /160000~ 4(16)(2500) _ 400++/0 _ 400
- 2(16) T 32 32

t =125

El tiempo que utiliza para alcanzar los 2.500 metros es de 12,5 segundos.
Ejemplo 63:

En una planta manufacturera el costo mensual por producir x unidades esta dada por la ecuacién
C(x) =10x* —100x — 2000 ¢,Cuantas unidades se pueden producir para un costo de 10.000?

Solucién:

Primero se identifica C = costo y x = unidades producidas.
Como se conoce el costo, se debe despejar la incégnita x.

C(x) =10x* —100x — 2000==> 10000=10x* —100k — 2000=>=>10x* —10%x — 12000=0

Resolvemos por la cuadrética:
_—(-100 \/10000— 410)(-12000 _ 100++/490000 _ 100+ 700

X

2(10) 20 20
Las soluciones:
X = 100+ 700 — 40 X, = 100-700 _ 30
20 20

Por obvias razones la solucién es 40 unidades .

Ejemplo 64

La suma de los n enteros pares consecutivos esta dada por la ecuacion S= r(n"']) :
¢ cuantos enteros pares consecutivos y positivos se deben sumar para que dicha suma sea de 342?
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Solucion:

A partir de la ecuacion se reemplaza el valor de s y se opera:

s=n(n+1)=>=n"+n=342==n°+n-342=0
n*+n-342=(n+19)(n-18)=0

Por el producto nulo:

n+ 19 =0, entonces n=-19

n-18=0, entonces n =18

Se deben sumar los primeros 18 enteros pares consecutivos positivos para que la suma de 342.

Reflexion: ¢Por qué no se toma el nimero -19?
Ejemplo 65:

Una tuberia puede llenar un tanque en 5 hr. mas rapido que otra tuberia, las dos tuberias pueden
llenar el tanque en 5 hr. ¢ Cuanto tiempo tomara llenar el tanque cada una?

Solucion:

o 1 .
El llenado de la tuberia mas lentaes — Para x tiempo en segundos.
X

El llenado de la tuberia més rapida es

X+5
, . , 1
El llenado las dos tuberias simultaneamente es E

La suma de los llenados, permite obtener el tiempo de cada tuberia.
1+ 1 1 X+5+x _1 2x+5 _ 1

T o> ———— = ———— =
X x+5 5 X(x+5) 5 X(x+5) b5

Por el principio de fracciones equivalentes:10x + 25= x* + 5x == x* -5x—25=0

5+ .,/25- 4(1)(-25) _5%4125
2 2

Por la cuadréatica: X =

Las soluciones:

= 5++/125
2

1

_5-4125_
2

=809 X, ~309

La solucion sera 8,09

La tuberia mas lenta tarda en llenar el tanque 8,09 seg. y la tuberia mas rapida tardara en llenar el
tanque 8,09 + 5 = 13,09 seg.

57



Lecciéon Ocho: Ecuaciones Cubicas. ax®+bx?+cx+d=0

Las ecuaciones de tercer grado han sido muy estudiadas, pero no se ha encontrado una solucion
general como la que tiene las de segundo grado. Para resolver este tipo de ecuaciones, se han
realizado varios métodos, aqui vamos a referenciar la forma antigua y a analizar la forma moderna,
gue es la de interés en nuestro estudio.

METODO ANTIGUO:

La resolucion de ecuaciones de tercer grado se remonta a los babilonios, quienes resolvieron
problemas que involucraban raices cubicas, tenian planteamientos como el siguiente:

z=12X y = X V = XYz v=12x°

Para lo cual usaron tablas de potencias cubicas y raices cubicas.

Un profesor de Mateméticas de la Universidad de Bolognia, Scipione del Ferro (1.465 — 1.526) fue
guien por primera vez resolvié algebraicamente una ecuacién cubica. de la forma

x> + px = q. Posteriormente Nicolo Tartaglia, en una competencia con Fior; alumno de Scipione del
Ferro revolvio 30 ecuaciones de este tipo.

El matematico Girolamo Cardano (1.501 — 1.576) se inquietd por los avances de Tartaglia y al reunirse
con el en marzo de 1.539, éste ultimo revela sus secretos a Cardano, después de muchos ires y
venires, la formula obtenida para ecuaciones de tercer grado se le llamo “Formula de Cardano-
Tartaglia”. En resumen del proceso que se realiz0, se obtuvo una formula de la siguiente manera:

3 —
Sea la ecuacion: X+ pX— q La solucién es de la forma:

2 3 2 3
x=3 94 [ D) 4| P} 4o Gy (9] o P
2 \\2) (3 2 1\2) (3

Cardano, no acepto ni coeficientes, ni soluciones complejas para las ecuaciones de este tipo.

Vale la pena comentar que Viet4, quien trabajo las ecuaciones cubicas utilizando transformaciones y
sustituciones, obtuvo ecuaciones cuadréticas para resolver ecuaciones cubicas, la caracteristica era
que solo utilizaba raices cubicas positivas.

METODO MODERNO:

A partir de los trabajos de Cardano y Tartaglia, se han venido buscando formas mas practicas para
resolver ecuaciones de tercer grado. El primer intento llevo a plantear una férmula parecida a la de
Cardano-Tartaglia, pero era muy larga y complicada de manejar. Con el estudio de los polinomios se
logré establecer algunos principios que ayudaron a buscar un camino dindmico para resolver
ecuaciones cubicas.

DEFINICION: Sea P(x) un polinomio de gradpsear un nimero real o complejo, tal que
P(r) =0, entonces se dice quess un cero del polinomio. Por consiguientes una solucién @
raiz de la ecuacion Polindmica.
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Con la definicién anterior, se puede inferir que una ecuacion de grado tres, se puede reducir a grado
— Aav3 2 .
dos, buscando una de sus raices, ya que: P(X) =ax” +bx” +cx+d si p(r)=0, entonces:

P(x) = (x—r)(px2 + gx + w)

Este proceso es una forma de linealizar la ecuacion, recordemos que linealizar es expresar un
polinomio de grado n, en n factores de grado uno; o sea, factores lineales. Los matematicos se han
preocupado por determinar el tipo de soluciones que puede tener una ecuacion cubica. A partir de la

ecuacion axX +bx +cx+d =0, se identifica su discriminante:
A =18abc-4a’c+a’b? —4b® - 27c3

Segun el signo del discriminante se puede identificar el tipo de solucion:

si AA > 0: La ecuacién tiene tres soluciones reales diferentes.

siA= 0: La ecuacion tiene tres soluciones reales y por lo menos dos de ellas iguales.

siA< O: La ecuacion tiene una solucién real y dos soluciones imaginarias.

Solucién para una ecuacion de tercer grado

El principio consiste en reducir la ecuacién a un producto de dos factores, uno lineal y otro cuadratico,
de esta manea se puede despejar la incognita y obtener las soluciones respectivas. La técnica de

reduccion es por medio la llamada Division Sintética , la cual se mostrard simbolizara a
continuacion.

Sea la ecuacion: a-X3 + bX2 + CX+ d — O

La divisién: Se organizan los coeficientes como se observa en la grafica.

r son los divisores de a y d positivos y negativos. Es
pertinente aclara que a debe ser diferente de cero

_—— El proceso inicia bajando el valor a, luego este se

i : 0 multiplica por r para obtener el valor A. En seguida se
suma b + A para obtener P. Seguido se multiplica P por r

para obtener B, se suma ¢ + B y se obtiene Q,

Luego se multiplica Q por r para obtener D, se sumad + D

d P (2 I cuyo resultado debe ser cero (0).

Si la dltima suma (d + D) no da cero, lo que indica es que
el r escogido no es raiz del polinomio, entonces se prueba con otro r hasta obtener aquel que permita
gue dicha suma sea cero (d + D = 0).

El proceso acepta utilizar los valores positivos y negativos de los divisores identificados.

Ejemplo 66:

Resolver la ecuacion X® —3x+2=0
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Solucion:

Es evidente que se deben tener tres soluciones. Para buscar la primera se identifican los r que para
este caso son: 1, -1, 2, -2. Se inicia con 1. Como el polinomio no tiene término en X% se completa con
cero.

llustremos el proceso realizado:

1 0 -3 2 |1
1x1=1, 0+1=1

1 1 -2 Ix1=1, -3+1=-2
2x1=-2, 2+(-2)=0

]. 1 -2 0 r = 1 es cero del polinomio.

Ahora la ecuacion inicial se expresa como producto de dos
factores, el primero sera (x — r) y el segundo serd un trinomio cuadrado cuyos coeficientes son los
valores del residuo de la division sintética.

X% =3x+2=(x-1)(x? +x-2)

El trinomio cuadrado se puede resolver como ya se ha analizado:

(x2 +x—2):(x+2)(x—1)

Las soluciones son: -2 y 1, recordemos por qué.
3 —
x® =3x+2=(x-1)(x-1)(x+2)
Las soluciones de la ecuacion inicial sera entonces: x =1, x=1, x=-2
Como se observa en la solucién hay dos factores lineales iguales, entonces se dice que el polinomio
tiene una raiz doble; es decir, raiz con multiplicidad dos.

Ejemplo 67:

N 2
Hallar la solucion de la siguiente ecuacion: P(X) =X —3X"+x+1

Solucion:
Los posibles r son: 1, -1 1 -5 1 111
Probamos con r = 1. 1 -2 -1

1 -2 -1 0

1x1=1,luego-3+1=-2
-2x1=-2,luegol1+(-2)=-1
-1x1=-1,luegol+(-1)=0

r =1 es cero del polinomio.

Entonces: X2 =3x*+x+1= (X - 1)(X2 - 2X— 1)

El trinomio cuadrado se resuelve por la cuadrética:
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. —(—2)11/421—4(1)(—1) _ 212J§ _ z:rzzﬁ 123

La solucién de la ecuacion inicial es: X =1 X =1+ 4/2 X=1-4/2 Corresponde a tres
soluciones reales diferentes.

Multiplicidad : La multiplicidad de un polinomio es el nUmero de factores lineales que se repiten. El
ejemplo 65 tiene multiplicidad dos. El ejemplo 66 tiene multiplicidad uno.

Ejemplo 68:
X3 2 —_
Resolver 2 _3X +6X+40—O
Solucién:
Los posibles ceros del polinomio: 1, -1, 2, -2, 4, -4, 5, -5, 8, -8, 10, -10, 20, -20, 40, -40. @ Como

siempre se prueba con uno, pero para este caso la suma d + D es diferente de cero, de la misma
manera para -1, 2, para el caso de -2 si se obtiene cero, veamos:

2x-2=-4,luego -3+ (-4)=-7
2 =3 & 40 -2 -7x(-2)=14,luego 6 + 14 = 20
L4 14 —a0 [ | 20%(:2=-40, luego 40 +(-40) = 0

r =-2 es cero 6 raiz del polinomio.

2 =7 20 0

Entonces, expresamos la ecuacion inicial como producto de
dos factores:

2% - 3x2 + 6x + 40 = (x + 2)(2x% - 7x + 20)

El trinomio cuadrado se resuelve por la ecuacion cuadratica:

(= —(TN£449- 42)20) _ 7+/49-160 _ 7++/-111_ 7111
2(2) 4 4 4

Las soluciones:

o = [HV11] L = 7-V11i

1 4 y 2 4

7+4/111

La ecuacion inicial tiene tres soluciones, una solucion real x = - 2 y dos imaginarias. X = 2

o 7-V1Ld

4
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Leccidon Nueve: Ecuaciones Polindmicas.

ax"+bx"t+..+d =0

Las ecuaciones que presentan un grado mayor a tres, se les conoce comunmente como polinémicas,
en este espacio se pretende hacer un analisis general a las ecuaciones polinbmicas. Una ecuacion de

-1 _ . .
laforma ax" +bx"" +...+k=0,cona#0 y le conoce como ecuacién Polinédmica.

ndzZ"

Haciendo algo de historia, en la resolucién de ecuaciones, los Babilonios formularon problemas que
condujeron a ecuaciones de cuarto grado, donde la incégnita era un cuadrado, por lo que se les
llamaron ecuaciones bicuadradas. Ferrari desarrollo el método de solucion de ecuaciones de cuarto

grado, lo que fue publicado en Ars Magna de Cardano.

En trabajos encontrados de Cardano,

Tartaglia y Ferrari, se detecto que deseaban establecer una forma general para resolver ecuaciones

de cuarto grado.

La metodologia actual propone para resolver ecuaciones de cuarto grado, buscar los factores lineales
por division sintética, como se hizo para las ecuaciones de grado tres. Respecto a las ecuaciones de
guinto grado, el gran famoso matematico noruego Niels Henrik Abel demostré que no es posible
resolver ecuaciones de quinto grado por medio de un numero finito de operaciones algebraicas, all4
por los afios 1.824 Para fortalecer esta teoria un prestigioso matematico de tan solo 20 afios de edad
y de nacionalidad francesa Evariste Galois, dedujo que bajo ciertas condiciones, una ecuacion se
puede resolver por radicales. Galois desarrollo la teoria de grupos para analizar métodos generales de

soluciéon de ecuaciones, basado Unicamente en las operaciones fundamentales

y extraccion de

raices, llegando a la demostracion de que NO hay un método general para resolver ecuaciones de

guinto grado o mayor.

Los avances en los inicios de la edad moderna dieron buenos resultados y a partir de alli, se
establecieron ciertas consideraciones para el desarrollo de ecuaciones polinbmicas.

REGLA DE SIGNOS DE DESCARTES:

El Matematico francés René Descartes, padre de la Geometria Analitica, en 1.636 propone una
técnica para identificar el nimero de soluciones reales positiva y negativas para un polinomio de grado
n; para n entero positivo, con el teorema cuya prueba esta fuera del alcance de este curso dice:

que el nUmero de variaciones en cantidad

TEOREMA: Sea P(x) un polinomio con coeficientes reales cugomino
independiente es diferente de cero, tendra un rminde soluciones reales positiv
de P(x) = 0, igual al nimero de variaciones de siggm P(x) O es menor que
namero de variaciones en cantidad par. El nUmero/driaciones negativas de
ecuacion P(x), es igual al nUmero de variacionesidao en P (-x) = 0, 6 es men

el
a
Dr

En resumen, el teorema permite saber cuantas soluciones reales positivas y negativas tiene el

polinomio, basado en la variacion de signos. Algunos ejemplos nos ilustran la aplicacion del teorema.

Ejemplo 69:

Determinar las posibles soluciones reales del polinomio: P(x) = 2x°> - x* +3x—6

Solucion:

Por ser un polinomio de grado cinco, entonces debe tener cinco soluciones 0 cinco raices.

62



Para identificar las soluciones reales positiva:

Tomando P(x) e identificando los cambios de signo, los

3 3
LD( I:' = g\i’f/w 'S cuales segun la grafica son tres, entonces P(x) puede tener
1 2 3

tres 6 una raices reales positivas.

Para identificar las soluciones reales negativas, aplicamos P(-X) y observar los cambios de signo.

P (-xX) no presenta cambios de

5 G 4

A—x)=2—=x) —(—=) +?(—x)—6:W6 signo, luego P(x) no tiene raices
reales negativas.

u] u} u]

El polinomio tiene 5 raices, como puede tener 3 reales positivos y NO tiene reales negativas, por
consiguiente las posibles soluciones:

Primera opcién: Tres raices reales positivas y dos imaginarias. (3R" y 21)
Segunda opcion: Una raiz real positiva y 4 raices imaginarias. (LR" y 41)

Es pertinente recordar que las raices imaginarias, SIEMPRE se dan en pares, ya que si hay una
solucién imaginaria, su conjugada también es solucion.

Ejemplo 70:
Dado el polinomio Q(X) =5x"* —6x> + X —9 identificar las posibles soluciones.

Solucién:
El polinomio debe tener 4 raices. Ya sabemos por qué.

Raices reales positivas.

_ g4 .3 _
x)=5x" -6 + X9 Se observa que Q(x) presenta tres variaciones de signo, luego

puede tener tres 6 una soluciones reales positivas.

Raices reales negativas.

—xX)=5(-x) —6(—x)V +(—x)—9=5x"+6x" —x—9
O(=x) = 5(=x)" = 6(=x)" + (~2) Para Q () se observa que hay un

_ .t 3 cambio de signo, lo que nos indica
—xX)=25x 6 —x—9 )
2 U\\/\/ que el polinomio tiene una raiz real
o negativa.

Segun los resultados, el polinomio Q(x) puede tener las posibles soluciones:

- ) Una solucién real positiva, una solucién real negativa y dos soluciones imaginarias. . (1IR*, 1R, 2 1)
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- ) Tres soluciones reales positivas y una solucion real negativa. (3R" y 1 R)

Ejemplo 71:

Identificar los ceros del polinomio: N(X) =7x> —2x® —5x* +2x—1
Solucion:

N(x) debe tener 5 ceros, veamos cuales podrian ser:

Ceros reales positivos:

5 3
NG)=Tx"-2x"~5x"+2x-1 | para N(x) se observan tres cambios de signo, Luego dicho
polinomio puede tener 1 6 3 raices reales positivas.

Ceros reales negativos:

M=) = 7= — 2(—x0° — 5(—xx)* + 2¢—x—1 | Para N (-x) se observa que presenta dos carr)bios
de signo, luego el polinomio puede tener cero 6 dos

_ 5 2 > .
N(—x)= <7x” & 2x7 2 5x7 = 2x- 1 soluciones reales negativas.

1 2 u] ul

Asi el polinomio N(x) puede presentar las siguientes soluciones:

- ) Una solucion real positiva, dos soluciones reales negativas y dos imaginarias. (1R, 2R, 2 1)
- ) Tres soluciones reales positivas y dos soluciones reales negativas. (3R*, 2R)

- ) Una solucién real positiva y cuatro soluciones imaginarias. (1R", 4l)

Acotacién de las Soluciones:

El siguiente teorema permite identificar el intervalo en el que se encuentran las soluciones reales, si
éstas existen.

TEOREMA: Sea P(x) un polinomio, tal que si P(x) = 0, nené raiz real alguna mayor gl
namero real K, entonces K se le llama cota supelgolas raices reales. Analogamente, si
P(x) = 0, no tiene raiz real menor que el numeabkgeluego k se le llama cota inferior de las

raices reales

Dado el polinomio: P(x) = (X —1)(2x —1)(2x +1) = 0 Determinar la acotacion del mismo.

Ejemplo 72:
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Solucion:

Por la regla del producto nulo.

(x—1)=0,luego x=1

(2x—-1) =0, luego x = 1/2

(2x+1) =0, luego x =-1/2

Asi k = -1/2. Cualquier numero menor que -1/2 sera cota inferior de P(x).
K = 1. Cualquier nimero superior a 1 sera cota superior de P(x).

TEOREMA DE RAICES RACIONALES:

Para determinar las soluciones de una ecuacién Polinébmica con coeficientes enteros, hay un teorema
que simplifica la identificacidn de las raices del polinomio.

— -1 —
TEOREMA: Sea P(X) —anxn +an_1xn +...+ax+a, =0 un polinomio
con coeficientes enteros, Si p/q es un real irreducible tal que p/q es una raiz
de P(x); es decir, P (p/q) = 0, entonces p es factor de a, y q es factor de a.

El teorema permite obtener los ceros del polinomio en forma directa, dando una lista limitada de
soluciones racionales posibles.

Veamos: Si se tiene un polinomio P(x) y suponemos que p/q es una raiz del mismo, entonces
(x — p/g) es un factor de P(x); ademas, P(x) = (x — p/q) Q(x). Donde Q(x) es un polinomio de un
grado menor que P(x). Las soluciones adicionales para P(x), se obtiene resolviendo Q(x).

Ejemplo 73:
Determinar los ceros del polinomio: P(X) =2x" -3 +2x°* —6x-4

Solucion:

Se identifica p y g. Siendo p los divisores del término independiente y q del coeficiente de x*.
p=1,-1,2, -2, 4, -4

qg=1,-1 2, -2.

Posibles soluciones racionales: 1, -1, 2, -2, 4, -4, 1/2, -1/2.

A cada uno de estas posibilidades se le aplica la division sintética para identificar las soluciones. Por
la Regla de Descartes se puede inferir las posibles soluciones:

- ) Tres soluciones reales positivas y una negativa. (3R", 1R))

-) Una solucién real positiva, una negativa y dos imaginarias. (1R", 1R", 2 1)

Probando las posibles soluciones, se detecta que x = 2 es

solucion, veamos: 2 -3 2 —§ =4 |2
El polinomio inicial quedaria asi: 4 2 8 4
P(X) = (x—2)(2x° + x* + 4x+2) 2 b4 20

ponde Q(X) = (2x3 + X2 +4xX + 2)
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Ahora tomamos el polinomio Q(x) e identificamos los divisores de p y q:
p=1-12-2.y g=1,-1,2,-2.
Las posibles soluciones (p/g): 1, -1, 2, -2, 1/2, -1/2.

Al probar las diferentes posibilidades, se identifico que -1/2 o 1 4 = | = /1/2’
es cero del polinomio, veamos:

-1 0 =2
Probando con todos, se observa que -1/2 es cero, luego el 2 0 4 0

polinomio se puede escribir como:

QM) = (x+ ¥ Jx* +4)

El dltimo polinomio se resuelve por factorizacion o cuadratica. Si se revisa se puede determinar que
los ceros son: /2i y ~J2i

— A 3 2
Volviendo al polinomio inicial P(X) =2X" —=3X” +2X” —6X—4, se puede concluir que los ceros de

dicho polinomio son: 2, -1/2, \/Ei y —\/ii Una solucién real positiva, una solucion real negativa y
dos soluciones imaginarias. (1R, 1R, 2 1)

MULTIPLICIDAD DE LAS SOLUCIONES:

En un aparte anterior se hizo referencia a la multiplicidad, pero es pertinente darle un soporte formal, a
través de la siguiente definicion.

DEFINICION:

Sea P(x) un polinomio de grado n; ademas, (X - r)m un factor de P(x),
entonces r es llamado cero de P(x), con multiplicidad m.

Ejemplo 74:

Sea el polinomio: P(X) = 4(x - 2)(x + 3)2 (x —1)3 Identificar los ceros y su multiplicidad.
Solucion:

Los ceros son: 2, -3, 1.

La multiplicidad:

Para 2: La multiplicidad es 1

Para -3: la multiplicidad es 2
Para -1: La multiplicidad es 3
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Leccion Diez: Ecuaciones Racionales y Radicales.

Existen una serie de ecuaciones que merecen atencion, ya que la forma de resolucién, conjugan
aspectos de las que ya se estudiaron.

p(x) _

ECUACIONES RACIONALES q(x)

P (x)
Q(x)

Resolver ecuaciones de este tipo, sigue los principios matematicos aplicados a los dados en
fracciones, principalmente fracciones equivalentes.

Las ecuaciones racionales son de la forma: = 0 ponde P(x) y Q(X) son polinomios y Q(x) # 0.

Ejemplo 75:

Hallar la solucion de la siguiente ecuacion.
2x-4 1
x+2 2

Solucién:

Por el principio de ecuaciones equivalentes.
X L oox-4)=1x+2) == 4x-8=x+2
X+2 2
Se debe despejar la incégnita, agrupando las x a un lado y los términos independientes al otro lado.
4x-8=X+2=>= 4x-x=2+8== 3x =10

Asi la solucion sera: x = 10/3

Ejemplo 76:

6x+8 3x-4 _
2

Resolver: 0

Solucion:

Con lo aprendido ya podemos trabajar consecutivamente, por favor analizar cada paso.

6X5+8 = XA 1K +16=15x— 20 == 12X —15x = ~20-16

Despejando: —3Xx=-36== X = —36 =12

Ejemplo 77:

Resolver: X -——=0
X+2 x-1

Solucién:
Aplicando los principios sobre fracciones se tiene:
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L—i:O:):) X(X‘l)‘Z(X"‘Z) =0== X(X—l)—Z(X+ 2) =0
Xx+2 x-1 (x+2)(x-1)

Operando: X2 =X=-2x-4=0=>=x*-3x-4=0

La dltima ecuacion se resuelve por factorizacion:
2 — —
X" —=3X—-4= O:>:>(x—4)(x+1) =0

Por el producto nulo:
X—4 =0, entonces x=4

Xx+1=0, entonces x =-1
Asi la solucion sera: -1y 4.

Ejemplo 78:

Hallar los valores de la incégnita que hacen verdadero la expresion dada.
1- 2 3
2

y vy
Solucién:

Veamos el procedimiento.
2 — —
1-2 :%::1—2—% :O::LZy?’ =0=>=y*-2y-3=0
y 'y y 'y y
Factorizando: (y - 3)(y +l) =0

Por la regla del producto nulo:
y—-3=0, entoncesy =3
y+1=0,entoncesy=-1
Solucion: -1 y 3

Ejemplo 79:

L, X X
Resolver la ecuacion § + E =10

Solucién:

Como indica la expresion, se debe sumar las fracciones.

§+§:1o::> 2X+ 3X =10:>:>5—g=10:>:> 5x =60

Asi se puede despajar la incognita:
x=60/5=12. Entonces: x = 12.
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ECUACIONES RADICALES Jax*+bx +c=0

Cuando se tiene ecuaciones con radicales, el primer paso es buscar la forma de reducir el radical por
medio de operaciones opuestas y obtener ecuaciones de grado dos o multiplos, siempre y cuando el
indice de la raiz sea par. Aqui se va a analizar fundamentalmente las raices cuadradas, pero se
puede hacer extensivo a otros indices.

[y — 2 _

Recordemos que: = y==>=> X" =Y
Ejemplo 80:
Resolver la ecuacion x++/Xx—-4 =4
Solucion:
A partir de la expresidn, se busca que la parte radical quede a un lado de la igualdad.
X+ X—4=4=>=/x-4=4-x
Ahora se elimina la raiz utilizando operacion opuesta y reorganizando:

2 2
( x—4) =(4-x) =>=x-4=16-8x+x? == x> -9x+20=0
La ultima ecuacion se puede resolver por factorizacion o por la formula cuadratica.
x* —9x+20=(x-4)(x-5)=0
Por la regla del producto nulo:
X—4=0, entonces x=4
x—5=0, entoncesx =5
Solucién: 4y 5

Ejemplo 81:

Hallar los valores de y que hagan verdadera la igualdad dada. \/2y +3 —\/y -2=2

Solucién:
Lo primero es pasar uno de los radicales al otro lado de la ecuacién, para reducir uno de ellos.

J2y+3-y-2=2== 2y +3=2+Jy-2 == (J2y+3) =2+ /y-2f

Desarrollando los cuadrados y reorganizando términos:
2y+3=4+4|]y-2+(y-2)=>=2y+3-4-y+2=4,|y-2 == y+1=4y-2

Para eliminar el nuevo radical, se vuelve a aplicar operacion opuesta y reorganizando:
(y+1)° = (41/y— 2)2 == y? +2y+1=16(y-2) =>= y? -14y +33=0
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La dltima expresion se puede resolver por factorizacién o por la formula cuadratica. Apliquemos
factorizacion. y? —-14y+33=(y-11)(y-3)=0

Por la regla del producto nulo.

y—-11=0, luegoy =11

y—-3=0,luegoy=3

Solucion: 3y 11

. . a c _ a
Leccion Once: Fracciones Parciales b_+ q /5’_

. : X . ,

Toda fraccion racional de la forma f(X) :& con p(x) y q(x), polinomios y q(x) # 0, se pueden
X

expresar como suma o resta de fracciones racionales mas simples. Para que se pueda hacer este

procedimiento, el grado de p(x) debe ser menor que el grado de q(x); ademas, q(x) se puede

descomponer en factores primos. Por teoria algebraica, cualquier polinomio de coeficientes reales, se

puede escribir como producto de factores lineales o cuadraticos.

En los principios de &lgebra, aprendimos que a partir de dos o mas fracciones, se obtenia una como
resultado de la suma, en este aparte lo que se va a analizar es el caso contrario, a partir de una
fraccion, buscar las fracciones que fueron sumadas para llegar a ésta.

SUhs, DE FRACCIOMES

T Ty

el g
room d j=

v

FRACCIOMES PARCIALES

De acuerdo al denominador, se pueden encontrar varios casos.

1. q(x) es producto de factores lineales diferentes:

. _ . L, X
Se puede generalizar este caso de la siguiente manera, se tiene la fraccion f (X) 2%, esta se
q(x
. X A B N
puede descomponer en la suma de fracciones tales como: P(x) = + +..+
q(x) ax+A; bx+A4, nx+A,
Siendo A, B, ..., N constantes.
Ejemplo 82:
o . . 4x -5
Dada la fraccién siguiente, expresarla como fracciones parciales. ﬁ
X —9X+

Solucién:

La idea es linealizar el denominador. Primero factorizamos el trinomio cuadrado.
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4x -5 _ 4x -5
x2-5x+6 (x-3)(x-2)

Segun la teoria, la fraccion obtenida se puede escribir como suma de fracciones simples, para este
caso dos fracciones ya que hay dos factores lineales simples.
4x -5 A B

(x—3)(x—2) - x—3+ X—2

El trabajo consiste en encontrar el valor de Ay B. Para esto se operan las dos fracciones asi:
A + B _ Ax-2)+B(x-3) _ Ax-2A+Bx—-3B _ x(A+B)-2A-3B
Xx-3 x-2 (x=3)(x-2) (x=3)(x-2) (x=3)(x—-2)

La ultima fraccion es equivalente a la primera, luego se igualan:

4x-5 _ x(A+B)-2A-3B
x> -5x+6 (x=3)(x-2)

Esta es la parte principal del proceso, ya que se observa que los denominadores son iguales, por
ende los numeradores también deben serlo. Asi se comparan numeradores.

-)4x—5=x(A+B)-2A-3B

Los coeficientes de x deben seriguales: 4 = A+ B
Los términos independientes también son iguales: - 5 = -2A — 3B

Se tiene dos ecuaciones con dos incégnitas, que ya sabemos resolver. Aplicando eliminacion se
obtiene: A=7, B=-3

Se reemplaza los valores de Ay B en la ecuacién propuesta:
4x-5 A B 7 3
= + = -
(x-3)(x-2) x-3 x-2 x-3 x-2
4x-5 7 3

Por consiguiente: X2 -Bx+6 X—-3 x-2

Ejemplo 83:

Escribir como fracciones parciales la siguiente fraccion:
5

2X* —9x+4
Solucion:
5 _
2x*-9x+4  (2x-1)(x-4)
Por favor confirmar la factorizacion que se hizo en el denominador.

Se linealiza el denominador.

Es seguida se propone descomponer la fraccion como suma de fracciones parciales.
5 A B
+

= Se operan las dos fracciones que se propusieron:
(2x-1)(x-4) 2x-1 x-4
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A N B _ A(x—-4)+B(2x-1) _ AX-4A+2Bx-B _ x(A+2B)-4A-B
2x-1 x-4 2x-1D(x-4) 2x-1(x-4) 2x-1D(x-4)

Como la udltima fraccion es equivalente a la primera, se hace la igualacion:
5 _X(A+2B)-4A-B
2x* -9x+4 (2x-1)(x-4)

Ahora, como el denominador es igual, los numeradores también deben serlo. Entonces:
5=x(A+2B)-4A-B

Comparando los coeficientes en x, se observa que en el primer término de la igualdad el coeficiente
de x es cero, ya que no hay término en dicha incognita, luego: 0 = A + 2B. Para el término
independiente: 5=-4A-B

Se obtienen dos ecuaciones con dos incégnitas.
A+2B=0
-4A-B=5

Utilizando cualquiera de los métodos de resolucion, se obtiene:
A=-10/7, B=5/7

Finalmente se reemplaza en la suma de fracciones propuesta:

A+B 5 10 5 5 10

= - Solucion: = -
2x-1 x-4 7(x-4) 7(2x-1) 2x2-9x+4  7(x-4) 7(2x-1)

2. g(x) es producto de factores lineales, algunos rep  etidos:

Hay casos donde el polinomio del denominador presenta factores lineales simples que se repiten k
veces, cuando esto se presenta la descomposicion es de la siguiente manera:

p(X): P(¥) = A + B + C +...+—N
ax)  (x=A)x-g) (x-4) x=-8) (x-pf " (x-B)
Ejemplo 84:
: . 2x-1
Descomponer en fracciones parciales. ————
X(x+1)

Solucion:

El procedimiento es similar al caso anterior, solo que aqui se debe proponer tantas fracciones simples
como indique el exponente del factor que se repite.
2x-1 A B C
— =—+ + >
X(X +1) x (x+1) (x+])

Se operan las fracciones y se organizan los términos.

72



X (X+1) (x+1)? X(x+1)? X(x +1)?

A, B . C AX+12)? + B(X)(x+1) + C(X) _ A(X* +2x+1) + B(x* + xX) + Cx

A(X® +2x+1) + B(x* +X) +Cx _ Ax* + 2Ax+ A+ Bx® + Bx+Cx
X(X +1)? X(x +1)?

Se organizan los términos segun la incognita:
AX® +2Ax+ A+ Bx* + Bx+Cx _ x*(A+B)+x(2A+B+C)+ A
X(X +1)? X(x+1)?

Se iguala la ultima fraccion con la inicial:
2x-1 _ x*(A+B)+x(2A+B+C)+A
X(x+1)° X(x+1)°

Se igualan los numeradores, ya sabemos por que.
2x-1=x*(A+B)+x(2A+B+C)+ A

Para el caso de la incognita al cuadrado (x?): 0= A + B

Para el caso de la incognita (x): 2=2A+B +C

Para el caso del término independiente: -1 = A

Asi ya se tiene una solucion: A = -1

De la ecuacion 0 = A + B, se puede obtener el valor de B, es decir: B=1

Para el caso de C, en la ecuaciéon: 2 = 2A + B + C; se reemplaza Ay B: 2 = 2(-1) + (1) + C,
despejando C =3

Volviendo a la expresion propuesta:
A + B c _ —1+ 1 + 3

X (x+1) (x+D2 x x+1 (x+1)°

Finalmente la fraccion original queda expresada como suma de fracciones parciales asi:
2x-1 _ 1 N 3 1

x(x+1)?  x+1 (x+1)? x

3. q(x) Tiene factores Cuadraticos irreducibles:

Cuando el polinomio del denominador tiene términos cuadréticos irreducibles, la forma de
descomponer en fracciones parciales es como se muestra a continuacion.

P(X) _ P(X) __A ,  Bx+C
q(x) (x+n)(@ax’+bx+c) x+n (ax®+bx+c)

Donde g(X) = (X+n)(@x +bx+c)

Como siempre los ejemplos son la mejor forma de mostrar el método.
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Ejemplo 85:

: . X—95
Expresar como suma de fracciones parciales: —————
X(x* +2)

Solucion:

X-=5 :§+ Bx+C
X(X*+2) X X*+2
Bx+C _ A(x*+2)+x(Bx+C) _ AX* +2A+Bx* +Cx

Se escribe la fraccibn como se presenta a continuacion:

A
Operando y organizando: — +

X xX2+2 X(X? +2) X(x* +2)
_ . AX* +2A+BXx* +Cx _ x*(A+B)+x(C) +2A
Agrupando términos semejantes: - = -
X(X° +2) X(X° +2)
x-5 _ x*(A+B)+x(C)+2A

Igualando las fracciones original y la ultima: 5 = 5
X(X° +2) X(x=+2)

Comparando términos:

Para la incégnita al cuadrado: (x*): 0= A + B
Para la incognita (x): 1 =C

Para los términos independientes: - 5 = 2A
Asi:A=-5/2, B=5/2, C=1

Reemplazando estos valores en las fracciones propuestas:
x=5 _§+Bx+c__3+%><+1
X(X*+2) x x*+2 02X X*+2

Por consiguiente la fraccion inicial queda expresada como suma de fracciones parciales asi:

x-5 _5x+2 5
X(x*+2) 2x*+4 2x
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EJERCICIOS

Resolver las siguientes ecuaciones, realizando el procedimiento adecuadamente y justificando las
respuestas.

1. 22+\/§Z_2:0 Rta: z:L;\/F)
2. y6_1Q/3:_2] Rta: y=3/7 y y=3%3

3. Demuestre que la soluciéon de la ecuacién X% - x% -6=0 es 27 y -8.

Desarrollar el procedimiento apropiado para resolver los ejercicios propuestos.

4 NX+1—y/X+9=-2 Rta: = 0

5.%"‘%‘6:0 Rta: x = 64
Vx? -1

6.—:\/5 Rta: x=3

v3x-5

Desarrollar los siguientes ejercicios, verificar la respuesta.

13+2x _3 e a0
Ax +1 4 ta:x=49/4
1 N 3 _ 3x+8 _
X+4 X_4 X2_16 RtaX—O
+ —_—
9 x+1 - X=2 =0 Rta: X:§+@
" 3x+2 2x-3 T27 2

Lea cuidadosamente cada problema y con los conocimientos adquiridos, resolverlos adecuadamente.

10. Dos numeros enteros pares consecutivos tienen como producto 168, ¢Cudéles son dichos
ndameros? Rta: 12y 14

11. El largo de un rectangulo es de 4 metros y el ancho de 2 metros, si las dos dimensiones se
aumentan en la misma cantidad, el area del nuevo rectangulo sera el doble del &rea original. ¢ Cuéles
seran las dimensiones del nuevo rectangulo? Rta: Largo 5,12 y ancho 3,12

12. La ecuacion P(t) = 100((30+17t —tz) corresponde al crecimiento de una poblacion de peces en t

tiempo, medido en afios. La primera medida se hizo en el afio 1.997.
a-) Cuantos peces habia en el afio 1.997
b-) A los cuantos afios se mueren todos los peces. Rta: a-) 30.000 y b-) 18,61 afios
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Para las ecuaciones dadas, identificar la cantidad y tipo de raices posible que se tiene en cada
polinomio.

3 2 —
13 X=X +2x+1=0 Rta: 2 reales positivas, 1 real negativa
P+3x%-x-9=0 . |
14. X X =X = Rta: 1 real positiva, 2 reales negativas
s 4y 138, 5-0
15. 3 3 - Rta: 1 real positiva, 2 reales negativas
6 — . . .
16. X — 1=0 Rta: 1 real positiva, 1 real negativa y 4 imag.

Para las ecuaciones dadas, identificar la cantidad y tipo de raices posible que se tiene en cada
polinomio.

6 4 2 —
17. 2X° —4x"+x°-3=0 Rta: 3 reales positivas y 3 reales negativas

18. X' —10¢ +35¢ -5« +24=0 Rta: 4 reales positivas

19. X5 +3X4 _5)(3 _15(2 +4X +12: 0 Rta: 2 real positiva, 3 reales negativas
8 6 4 2 — . .

20. 8X° +3X° +5X" +3X°+10=0 rta: 8 raices imaginarias

6 —
21. X — 1=0 Rta: 1 real positiva, 1 real negativa y 4 imag.

Dadas las siguientes expresiones, escribirlas como suma de fracciones parciales.

22. ! Rta: 1 - 1
(X-D(x+2) 3(x-1) 3(x+2)
23 > Rta: 1 - 1
S (x=1)(x+4) x -1 x+ 4
X+ 14 3 )
24'x2—2x—8 Rta'x—4_x+2
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CAPITULO DOS: LAS INECUACIONES

INTRODUCCION

Las Inecuaciones son expresiones mateméaticas donde se comparan dos términos, utilizando principios
matematicos bien definidos. Por esto a las inecuaciones también son conocidas como Desigualdades.

Para desarrollar el tema, inicialmente se analizaran los intervalos, ya que la solucion de una
desigualdad esta dada por uno O varios intervalos. También se analizaran las propiedades que
gobiernan las desigualdades, demostrando algunas de ellas. Al igual que se hizo en las ecuaciones,
se estudiaran las clases de inecuaciones, siendo las mas importantes las inecuaciones lineales con
una incognita, las inecuaciones lineales con dos incdgnitas, las cuadraticas con una incognita y las

mixtas.

Las desigualdades son muy importantes como herramientas para el andlisis de tematicas como la
Investigacion de Operaciones, un area de las Matematicas muy utilizadas en Ingenieria,
Administracién, economia y otros campos del saber.

Para abordar con éxito esta tematica es pertinente recordar los simbolos de comparacion entre dos
expresiones algebraicas tales como: >, <, 2, <. Que en su orden indican mayor, menor, mayor o igual y
menor o igual, su significado se ira comprendiendo a medida que se vayan estudiando las
inecuaciones.

Un trabajo juicioso y sisteméatico para el desarrollo de la tematica De Inecuaciones, permitira adquirir
conocimientos sdlidos que conlleven a resolver problemas del mundo real en donde se necesiten las
desigualdades.

Leccion Doce: Generalidades de las Desigualdades -

Las desigualdades son expresiones matematicas donde dos términos p(x) y q(x) se comparan, siendo
éstos polinomios 6 uno de ellos término independiente. Las formas de comparacion se pueden
observar a continuacion:

pP(x) <a(x)| [pP(X)>a()| [p(x)<q(x)| |p(X)=a(x)

En el primer caso p(x) es menor que q(x), para el segundo p(x) es mayor que g(x), en el tercero p(x) es
menor o igual a q(X) y en el cuarto p(x) es mayor o igual a q(x). Las dos primeras se les llaman
desigualdades estrictas.

Por ejemplo si se dice que x > 2, esta indicando que cualquier valor mayor que dos, satisface la
desigualdad propuesta. Si se dice que x <5, se esta indicando que cualquier valor menor que cinco es
solucién; pero inclusive cinco es también solucion.
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Propiedades de las Desigualdades:

Sean a, b, c nUmeros reales:

1. Si a < b,entonces a+c<b+c

Demostracion:

Como a<b, por definicibn b —a es positivo; ademas, (b +c)— (a+c¢)=b—a, entonces (b + c) —

(a+c) espositivo, asia+c<b+c.

2.Si a < b,entonces a-c<b-c

Demostracion:

Con el mismo argumento del caso anterior, tenemos que a + (-¢) <b + (-c),asia—-c<b -c.

3.Sia< byc>0,entonces axc<bxc

Demostracion:

Como (a < b), luego (b — a) es positivo; ademas, ¢ es positivo, entonces el producto (b — a) x c es
positivo, asi (b x c—axc) es positivo, por lo tanto (a x c < b x c).

4.Si a < byc<O0,entonces axc>bxc

Demostracion:

Como ejercicio para hacer en el grupo colaborativo, para cualquier duda consultar con el tutor.

5. Tricotomia:

Si ay b son numeros reales, una de las siguientes expresiones se cumple.

a<b

Reflexion: ¢ Qué pasa si b = 0?

6. La NO Negatividad:

Para cualquier numero real a:

7. La Reciprocidad:

Para cualquier nimero real a # 0:

. 1
Si a> 0, entonces — >0
a

. 1
Sia<0, entonces —<0
a

a>b

a’=>0

a=>b
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Es pertinente que usted estimado estudiante, plantee al menos dos ejemplo donde se aplique cada
propiedad, esto le permitirh comprender la esencia de as mismas.

Las desigualdades pueden ser simples o compuestas.

simples: ax<b px=qQ
Compuestas: A< X<b as< px<b

Leccion Trece: Intervalos.

Cuando se tienen expresiones como x > 3, X > 2, X > - 5, otros, se podria preguntar como se
grafican, la respuesta esta en los intervalos.

Un intervalo es un segmento de recta con extremos inferior (a) y superior (b), el cual contiene todos los
valores que satisfacen la desigualdad.

Existen varias clases de intervalos.

Intervalo Cerrado : Son todos aquellos donde los extremos del mismo, hacen parte del intervalo. La
notacion es la siguiente:
- Parejas ordenadas: [a, b]

- Desigualdades: a< X< b
- Graficamente:

Intervalo Abierto : Son todos aquellos donde los extremos del mismo, NO hacen parte del intervalo.
La notacidn es la siguiente:

- Parejas ordenadas: (a, b)
- Desigualdades: a < X<Db

- Graficamente:
{ ,/ P B B 2 A 07(_,4_',%:_0_
\ J

Intervalo Semiabierto : Son todos aquellos intervalos donde uno de los extremos NO hace parte del
mismo, pueden ser abiertos a izquierda 6 abiertos a derecha.

Intervalo Abierto a Derecha: Corresponde a los intervalos donde el extremo derecho es abierto. La
notacion es:
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parejas ordenadas: (a, b]
Desigualdades: & < X< b

Gréaficamente:
P, s -1

0 N
R
Y
=

o
S
a

Intervalo Abierto a izquierda: Corresponde a los intervalos donde el extremo izquierdo es abierto. La

notacion es:
- parejas ordenadas: [a, b)

- Desigualdades: @< X<Db

- Gréaficamente

= ()

Los intervalos semiabiertos a la izquierda, seran semicerrados a la derecha y viceversa.

OPERACIONES CON INTERVALOS:

Las operaciones estudiadas en los conjuntos, como union, interseccién, diferencia, diferencia

simétrica y complemento, son aplicables también en intervalos.

UNION: Se sabe que la unién es la agrupacion bajo un mismo conjunto de todos los elementos que

hacen parte de la operacién. SeaS=(a,b) y R=(c, d), entoncesSuR = (a,b)u(c, d)

Gréaficamente:

Ejemplo 86:
Sea S=[-4,2] y R=(0, 10]. Hallar SOR

Solucion:

SOR-[-42|0 (010 =[- 410

o

T

Gréaficamente SR sera:

[

10
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Ejemplo 87:
Dados P =(-8,20) y Q=(2,10) Hallar PO Q

Solucién:
La operacion es: PL Q - (— 8,20) [] (2,10) = (— 8,20)
Graficamente:
S o e ek >
-8 2 10 20

La solucién nos hace ver que Q [ P; es decir, Q esta contenido en P.

INTERSECCION: Se trata de identificar los elementos comunes de los conjuntos que participan en la
operacion.

Ejemplo 88:

Dados los intervalos A = (2, 18) y B = (10, 30). Hallar la interseccion de Ay B.

Solucion:
La interseccion se expresaasi: AnB A N B = (218) n (10 ,30) = [10 ,18]
Gréficamente:
- r - o 1. ; Fl LY ‘.‘ e t‘ \-‘ l;
2 10 18 30

La interseccion involucra los elementos que estan en los dos intervalos.

Las demas operaciones son similares a como se hace en las operaciones con conjuntos, para el fin
de las desigualdades, las operaciones mas importantes son al union e interseccion.

A manera de ilustracion veamos el siguiente ejercicio, por favor discutir los resultados con sus
compafieros de grupo colaborativo y aclararlo con el Tutor.

Ejemplo 89.

Sean los intervalos P =[-4,5) y Q = (1, 10]. Hallar las siguientes operaciones.
PUQ, PnQ, P-Q, PAQ

Solucion:
o
) POQ: [-4, 10] . ) - 1o
22
')POQ: [115] 4 1 = 10
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VYP-Q:[-4,1] , P-g

P )
) PAQ:[-4,1]u5 10] | _-* ; 2 -
Leccion Catorce: Inecuaciones Lineales con Una Incognita ax+b<0

Las inecuaciones lineales son aquellas donde el polinomio que la representa, tiene la incégnita cuyo
grado es uno, a continuacion se estudiaran las inecuaciones lineales con una incognita.

Las inecuaciones lineales con una incognita son de la forma aX+b>C, aunque puede ser con
cualquiera de los signos de comparacion. La resolucion de inecuaciones de este tipo, requiere el uso
de las propiedades analizadas en desigualdades y los principios matematicos bésicos.

Ejemplo 90:

Resolver la siguiente inecuacion: 3X + 4 <11

Solucion:

El proceso consiste en espejar la incognita, dejandola al lado derecho de la desigualdad.

Por la propiedad 1, adicionamos — 4 a los dos lados de la expresion, para ir despejando la incognita.
3X+4-4<11-4== 3x<7

Por la propiedad 7, sobre la reciprocidad, se divide por 3, como es un valor positivo, el sentido de la
desigualdad no cambia, de esta manera se despeja completamente la incégnita.

X<T == 1(3x)<1(7) == x<Z
3 3 3

Solucién: x < 7/3.
- o0 7i5

Esto significa que cualquier valor menor que 7/3 satisface la desigualdad. Veamos un ejemplo x = 0,
si lo reemplazamos en la desigualdad, ésta debe ser verdadera.

3x+ 4<11 == 3(0) <11 == 3 <110 cual es verdadero. Cuando en la

solucion se toma un solo valor y se cumple, significa que en los demas valores del intervalo también
se cumple. Para el ejemplo analizado, la solucién NO incluye el extremo ya que es una desigualdad
estricta.

Ejemplo 91:
Hallar el conjunto solucién de la inecuacion: 4(X + 5) +X2 3(X + 1)

Solucién:

Lo primero que se debe realizar es operar los paréntesis.
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Ax+5)+x=Jx+1) =>=4x+ 20+ x= 3 +3=>=5x + 202 3x+3
Aplicando las propiedades basicas de desigualdades tenemos:

5x+2023Xx+3=>=5x-3x=23-200=22X2 -1 7=>= X2 —1—27

La solucion indica que el extremo también hace parte del intervalo. Expresemos dicha solucion como
pareja ordenada, como desigualdad y graficamente.

-) Pareja ordenada: [—1—27,00)

-) desigualdad: — 1—27 < X<

-) Graficamente

8\..-z

Ejemplo 92:

4—3x<1

Resolver —5<
Solucion:

Se observa que se trata de una desigualdad compuesta, el procedimiento para despajar la incégnita,
lo podemos ver en seguida. Primero multiplicamos toda la expresion por 2 para eliminar el dos del
denominador de la parte que contiene la incognita.

—5(2)3(4L2X)(2)< Ql=>=>-10<4-3x<2

Ahora restamos — 4 a los términos para seguir despejando la incognita

—10-4<4-4-3x<2-4==-14<-3x<-2

Dividimos todo por -3 para que la incégnita quede despajada, pero recordemos que si una desigualdad
la dividimos por un valor negativo, el sentido cambia.

-14_ -3x_-2

2> > E———
-3 -3 -3 3
La solucion indica que todo valor mayor que 2/3 y menor o igual que 14/3 satisface la desigualdad. El
intervalo solucion es semiabierto a derecha.

-14< -3x<2=>=

Expresemos la solucién como se acostumbra.
, 2 14
-) Pareja Ordenada: (E’E]

-) Desigualdad: 2 < X< 14
3 3

-) Gréficamente:
ir( i o+ o 3 . -I
1‘\ - Fd ra E J
2 14
2
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Ejemplo 93:

Hallar los valores de x que satisfagan la expresion.

Solucién:

Analizando la desigualdad, se observa que el numerador siempre es positivo, entonces para que la
fraccion sea mayor que cero, el denominador debe ser mayor que cero. Asi: x — 2 > 0, despejando
la incégnita: x—2+2 >0+ 2, entonces: x > 2.

-) Pareja Ordenada: (2, )
-) Desigualdad: 2<X<o0

-) Graficamente:
¢ — || o—
2 oo > ']
Ejemplo 94
+1 +1
Resolver y < y2
Solucioén:

Por el principio de facciones equivalentes, transformamos las fracciones a expresiones enteras.

y%ls VTH:: 2y +1)<3(y+1)

Ahora se hacen las multiplicaciones indicadas y se simplifica.

2(y+1)<3(y+1)=>=2y+2<3y+3=>=2y-3y<3-2==-y<l

Como la incognita nos da negativa, entonces multiplicamos toda la expresion por -1. —~y<l==y>-1
La solucién:

-) Pareja Ordenada: [_ 1, °°)

-) Desigualdad: -1< Yy <00
-) Gréaficamente

-1 o0

Lecciéon Quince: Inecuaciones Racionales.

En este apartado se van a analizar las inecuaciones racionales cuyo numerador y denominador son
polinomios lineales.

84



Sea M
q(x)

La resolucion de este tipo de inecuaciones se puede hacer por dos métodos, por conectivos l6gicos o
por el diagrama de signos.

<C Siendo q(x) #0.

-) Conectivos Lagicos:

Consiste en comparar la fraccion frente al cero.

a) Sea p(X) <0
q(x)

Para que la fraccién sea negativa (menor que cero) puede ocurrir dos situaciones:

px)>0 A gx)<0 v p(x)<0 A q(x)>0

Ya que un valor positivo y un valor negativo 6 un valor negativo y un valor positivo, producen siempre
negativo.

b) Sea P(x) >0
q(x)

Para que la fraccion sea positiva (mayor que cero) puede ocurrir dos situaciones:

px)>0 A gx)>0 v p(x)<0y q(x)<0

Ya que un valor positivo y otro positivo, ¢ un valor negativo y otro negativo, siempre produce positivo.

Si  nos detenemos un poco a analizar este método, se puede ver que hay involucrados dos
conectivos logicos, la Conjuncion (A) y la Disyuncion (V).

Ejemplo 95:
X+ 2 > 0

Resolver la siguiente inecuaciéon: —  ~

d X+ 3
Solucién:

+

X+ 2 >0
X+3

Llamemos p(x) =x+2 y q(X) = X + 3, entonces:
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X : . .
Para que & >0 Pueden ocurrir dos situaciones:

a(x)

PxX)>0 A gx)>0 ,V, px)<0 A g(x)<O0

Dichos en palabras: Los dos positivos o los dos negativos (tiene I6gica verdad)

Analicemos las dos posibilidades:

-) Primera: P(x) >0 A q(x)>0

X+2>0, x>-2 '-'.( }
—_2 o0

X+3>0, x>-3 ; 3y
L) g

-3 =]

Como entre p(x) y q(x) hay una conjuncion (A) se debe hacer interseccién entre los intervalos.

P() A q(x) EE AN RN AN ﬂ)

-3 =2 o0

Primera solucion: (-2, «)

-) Segunda: p(x) <0 A gq(x) <0

X+2<O,X<-2 {( - ra - 7 7 }
- o _2
X+3<O,X<'3 {\l\L ‘l\.. ""'.... .I".I. }
— ¥ _3

Igual que en el caso anterior:

p(x) A q(x) { \

") e

Segunda Solucién: (-, -3)

Como ya se contemplaron las dos posibilidades, la solucién total es la unién (V) de la primera y

segunda solucion. Solucién Total: (_00;_3) [ (_2, °°)

Gréficamente: " -

§ T

"y i
K kY
—3 —2

i
F
s}
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- ) Diagrama de Signos:

Por este método, se toma el polinomio del numerador y del denominador y se identifica cual valor
hace que dichos polinomios sean cero, a ese valor se le llama valor critico. Cada polinomio es
representado por una recta real donde se ubica el valor critico y se coloca signos positivos donde el
polinomio es positivo y signos negativos donde el polinomio sea negativo. Finalmente se aplica la
ley de los signos para cociente y se obtiene intervalos positivos y negativos para la fraccion. La
solucion depende del tipo de comparacion: Si la fraccion es mayor que cero, la solucion seran los
intervalos positivos, pero si la fraccibn es menor que cero, la solucién serén los intervalos negativos.

Por medio de los ejemplo modelos, se puede comprender mejor los métodos mencionados.

Ejemplo 96:
X+ 2 > 0
Resolver la siguiente inecuacién: —  ~
d X+ 3
Solucioén:
x+2>O
X+3

Llamemos p(x) =x+ 2 y q(x) = x + 3, entonces:

Para el numerador: x+2 =0, el valor de x que hace cero la expresion es -2, punto critico
X =— 2. Cualquier valor mayor de — 2 hace positiva la expresion (x + 2) y cualquier valor menor de -2
hace negativa dicha expresién. Se hace la recta real con este analisis.

I +
Eg S 1 i

Para el polinomio del denominador: x + 3 =0, el valor de x que hace cero la expresion es -3, punto
critico x = - 3.

+ 4+ + + +
=+ 3 : 1

—3 — 2

Se agrupan los dos resultados y se hace producto de signos.

+ + 4+ + + 4+ 4+ ++ + ++

Producto

+ + 4+ 4+ + 4+ 4+ + ++ ++++

—3

—2

Como la fraccidén debe ser mayor que cero, la solucion sera los intervalos positivos del producto, es
decir: (—o0,—3) [J (=2, )

Los dos métodos son interesantes, aunque el segundo es algo més corto. Se recomienda aprender
los dos.

Ejemplo 97:
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3x—-12
<

Hallar el conjunto solucién de la siguiente inecuacion: 2% + 6

0

Solucion:

Para que la fraccion sea negativa, se requiere que uno término sea negativo y el otros positivo y
viceversa.

Método de Conectivos Logicos

Como la fraccion es menor que cero se pueden presentar dos posibilidades:
px)>0 A qg(x)<0 v p(x)<0 A q(x)>0

Primera posibilidad: p(x) >0 A g(x)<0

Reemplazamos

i
3x—-12>0, x>4 ; o
- = o 3

Como entre p(x) y q(x) hay una conjuncion (A) se debe hacer interseccion entre los intervalos.

T

Ty

g Ed

— oo =]
-3

Se observa que NO hay elementos comunes, luego la solucion es vacia. {¢ }
Segunda posibilidad: p(x) <0 A q(x)>0

Reemplazando:

3x—-12<0, x<4 S A -- — —_— f——

2x+6>0, x>-3 €

Hacemos la interseccion de los intervalos:
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La solucion total sera: {¢} [ (— 3,4): (-3.4)

Cualquier valor del intervalo (-3, 4) satisface la desigualdad propuesta. Recordemos que para este
caso, los extremos NO se incluyen en la solucion.

Ejemplo 98:
X+4

2x -1

<2

Resolver la inecuacion:

Solucion:

Antes de aplicar cualquiera de los métodos descritos, se debe transformar la expresién de tal forma
gue el segundo término sea cero, para hacer la comparacion.

x+4<2:i:)X+4_2<0:x3(X+4_2@X_Q<0
2x-1 2x-1 2x-1
(x+4)-2(2x-1) 6-3x
N . <0== <0
Operando y simplificando: % —1 2x -1

Ahora si tenemos la fraccion comparada con cero, por lo que se puede aplicar cualquiera de los
métodos analizados para este tipo de inecuaciones.

Método de Diagrama de Signos:

6 — 3x =0, x = 2. Punto critico (2). Todos los valores mayores que x = 2, hacen la expresion negativa
y todos los valores menores que x = 2 la hacen positiva.

2x—=1=0, x=%Y% Punto critico (*2). Todos los valores mayores que ¥ hacen la expresion positiva y
los valores menores que % la hacen negativa.

2w -1 i i

Frodcucto i 1

Como la desigualdad inicial debe ser negativa; es decir, menor que cero, entonces la soluciébn seran
los intervalos negativos.

Solucién: (_ 09, %) N (2’ °°)



Leccion Dieciséis: Inecuaciones Cuadraticas ax’ +bx+c>0

: : » 2
Las inecuaciones cuadraticas son de la forma ax” + bx+ c <0, pero puede ser >, <, > Cona#0.
La resolucion para este tipo de inecuaciones es similar al caso de las inecuaciones racionales lineales.

Lo primero que se debe hacer para resolver una inecuacion cuadratica es llevarla a la comparacion

con cero y luego linealizarla; es decir, expresarla como producto de dos factores lineales, lo que se
puede hacer por factorizacion o por la formula cuadratica.

Si se tiene la inecuacion:ax® + bx+c<0 se puede transformar en un producto:@ X8 < 0

Cuando en la inecuacion el segundo término es cero, se aplica uno de los métodos propuestos, ya sea
conectivos légicos o diagrama de signos.

- ) Conectivos LOgicos:

Dada una inecuacién cualquiera, ax®+bx+c>0 6 ax®>+bx+c<0 se puede presenta los
siguientes casos.

raxpB >0

Para que el producto de los dos factores sea positivo, hay dos posibilidades:

-J)a>0 A B>0 Un valor positivo por otro valor positivo produce un valor positivo.
\Y
- ) a<0 A B <0 Un valor negativo por otro valor negativo produce un valor positivo

2. axpf <0

Para que el producto de los dos factores sea negativo, hay dos posibilidades:

-Ja>0 A B<O Positivo por negativo produce negativo
\Y
- ) a<0 A B >0 Negativo por positivo produce negativo.

Se puede observar que cada posibilidad origina dos intervalos los cuales se intersecan y las dos
soluciones de las dos posibilidades se unen para obtener la solucién total.

Ejemplo 99:

2
Resolver la inecuacion: X° — X—6<0

Solucion:
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2 —
Primero se linealiza el trinomio cuadrado. X~ — X—6 = (X - 3)(X + 2) <0
Como los factores deben ser menor que cero, las posibilidades son:

a-)
.r"// I rd Fa rd
x-3>0, x>3 ~ A
5
X+2<0, x<-2 e N .
-

La interseccion entre estos intervalos es vacio: (®)

b-)
A
Xx—3<0, x<3 A
=
X+2>0, x>-2 { —— -
_ 2

La interseccion para esta posibilidad es el intervalo (- 2, 3)
La solucion total sera la union de las dos soluciones obtenidas, () u (- 2, 3)

Solucion total: (- 2, 3)

- ) Diagrama de Signos:

Por este método se toman los polinomios de los dos factores y se identifica cual valor hace que dichos
polinomios sean cero, a ese valor se le llama valor critico. A cada polinomio se le hace una recta real
donde se ubica el valor critico y se coloca signos positivos donde el polinomio es positivo y signos
negativos donde el polinomio sea negativo. Finalmente se aplica la ley de los signos para producto y
se obtiene intervalos positivos y negativos para la inecuacion. La solucion depende del tipo de
comparacion: Si la inecuacion cuadratica es mayor que cero, la solucién seran los intervalos positivos,
pero si es menor que cero, la solucién seran los intervalos negativos.

Ejemplo 100:
2
Resolver el ejemplo anterior por diagrama de signos: X — X — 6<0
Solucion:
Por medio de diagrama de Signos: A partir de la inecuacion dada, se linealizada, iniciamos el proceso.

x2-x-6=(x-3)(x+2)<0

x — 3 =0, valor critico x = 3. Cualquier valor mayor que 3 hara positiva la expresion y cualquier valor
menor que 3 la hara negativa.

————————————————————————— + 4+ + 4+ ++
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X + 2 =0, valor critico x = -2. Cualquier valor mayor que -2 hara positiva la expresion y viceversa.

PrOdUCtOdeSignOS: bbb bbb e e m e memeeoan b bbb bt
Producto ! i

-2 3

Asi como la inecuacién debe ser menor que cero, la solucion sera la parte negativa del producto.

Solucion: (- 2, 3)

Ejemplo 101:
2
Hallar el conjunto solucion de la inecuacion: X°—4x-12>0

Solucion:

2 _
Se va a utilizar los conectivos 16gicos. Entonces: X~ —4X—12 = (X - 6)(X + 2) >0

Como el producto de los factores debe ser positivo, entonces las posibilidades son:

a) x—-6>0, x>6 { N
(5
A
ra
X+2>0, x>-2 ";

Primera solucion: La interseccion de los dos intervalos: (6, ©)

™
b-) x-6<0,x<6 # 7 v,
5
A
Y
X+2<0,x<-2 e
-]
Segunda solucién: La interseccion de los intervalos es: (—o,-2)
La solucion total: (_ °°,_2) [ (6, °°)
Y Fal
Iy b
_ = [ =
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Ejemplo 102:
4
Resolver la siguiente inecuacion: X < X

Solucién:

Primero la comparamos con cero. X4 -x<0
3 2
Ahora la linealizamos: X(X* —=1) £ 0 == X(X-1(x" +x+1) <0

Para cada término identificamos el punto critico y los intervalos positivos y negativos.

------------------------ B e i e S N i st S I S

x: Valor critico x = 0. ® ] y
u] 1
o i - |
x — 1: Valor critico x = 1 i . I
n 1
X2 + X + 1: No hay valor P o i o o T T o S e e E e e
critico. (Por qué) Pk ' '
o 1
El producto: [
P e e R R s
Producta } t
0 1

Como la inecuacion no es estricta y debe ser menor que cero, la solucion incluye los extremos y sera
la parte negativa del intervalo obtenido. Entonces la solucion:

Como pareja ordenada: [0, 1] Como desigualdad: O0<x<1

OBSERVACION:

Los ejemplos modelos que se han ilustrado, muestran que las inecuaciones racionales y cuadraticas
(también polindmicas) se pueden resolver por el método de los conectivos légicos y del diagrama de
signos; también llamado técnica del cementerio; por aquello de las cruces. Cualquiera de los métodos
es valido para desarrollar inecuaciones, pero para muchos casos es mas pertinente el diagrama de
signos, como es el caso de las inecuaciones mixtas o de grado tres o mas.

Leccidn Diecisiete: Inecuaciones Mixtas

En este contexto se ha determinado que las inecuaciones mixtas sean aquellas que ademas de ser
racionales, tengan en el numerador polinomios de grado dos o mas, igual en el denominador. El
camino de solucion para este tipo de inecuaciones es el diagrama de signos por su facilidad y mejor
manejo.
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Ejemplo 103:
X* —X-6
—<

0
X2 =X

Hallar el conjunto solucién de la inecuacion:

Solucion:

Como se ha venido trabajando, lo primero es linealizar los términos.
2
X°=X- X=3)\x+2
x-6_(-3)(cr2) g
X2 = X x(x-1)

Como ya la tenemos linealizada, entonces se procede a tomar cada término para identificar el valor
critico.

x—=3=0, valorcritcox=3 | . P
x-3 + B } ]
3
. e | T
X +2 =0, valor critico x = -2 ;
X, valorcrltlcox:o . | ++++++++.-++++++++++++++++++++
| ) '
0
x—1=0, valor criticox =1 x -1 : ! I .
p
Por la ley de los signos para b bA b Ead e D T, PR
1 | | |
producto. PRODUCTO | I 1 1
-2 1] 1 3

Como la fraccién debe ser menor que cero, entonces la solucién seran los intervalos: (- 2, 0) U (1, 3)

Ejemplo 104:
x> —-x-2
Resolver; ————— < 2
x-1

Solucion:

Primero se lleva la fraccion a compararla con cero.

2 _ o _ 2 _ 2 _y_9_
X ﬂ_ZSZE:’X X12—2503:>X X 212x+2So
X = X = X =

2 _v_o_ 2 _
X X-2 2x+2£O:E>x 3X50

Operando y simplificando:
P ysimp Xx-1 Xx=1
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Ahora se linealiza los términos de la fraccion:. ———— < 0=>=> ——= <
X = x-1
Se identifican los valores criticos.
X, valor critcox=0 | - N
| t t
[ |
X — 3, valor critico x = 3 e e
; } }
=
x — 1, valor criticox = 1 ' | I
1
Por la ley de los signos para | ~ ceeeeeeieees [ REEEAEEAE oo [ rrErere
producto. PRODUCTE I | ]
] 1 3

De la expresion original, se infiere que x # 1, ya que cuando x = 1 la fraccién se vuelve indeterminada;
ademas, la desigualdad no es estricta, luego la solucién puede incluir los extremos, teniendo en
cuenta por supuesto la restriccién identificada.

Se observa que la fraccion debe ser menor o igual que cero, entonces la solucion sera los intervalos

negativos del producto obtenido. Solucién: ( —o0 ,0 ] [] (1,3]

En la medida que se estudien detalladamente los ejemplos modelos y se resuelvan los ejercicios
propuestos, se podr4 comprender e interiorizar las inecuaciones, asi su aplicacion en cualquier
contexto.

Leccién Dieciocho : Inecuaciones con Dos Incognitas ax+by+c>0

Las inecuaciones con dos incgnitas pueden ser de la forma ax+by<k, ax®+by>k otras. Siendo

k un real. Inicialmente se estudiaran las técnicas de resolucion de este tipo de inecuaciones para
luego analizar algunas aplicaciones.

Resolver una inecuacion con dos incégnitas, es hallar un conjunto de puntos en el plano; llamado
también semiplano, que llamaremos R, los cuales deben satisfacer la inecuacién.

Se expondra una metodologia general para resolver una inecuacion con dos incognitas.

1. Dada la desigualdad ax+by<0, se expresa temporalmente como igualdad ax+by=0, para

hacer una gréafica, que puede ser una recta, una parabola, etc. Sila desigualdad es estricta (>, <) la
linea limite se hace interrumpida (- - - - - ), pero si la desigualdad no es estricta (2, <), la linea sera
continua (——).
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2. La linea obtenida divide el plano en dos semiplanos, se prueba un punto (X, y) en cada semiplano,
para determinar en cudl de ellos la desigualdad se hace verdadera. Esto nos indica que solo en uno
de ellos, la inecuacion es valida.

3. El punto que hace verdadera la desigualdad incluye el semiplano que lo contiene, luego dicho
semiplano serd la solucién, generalmente se subraya o sombrea.

Ejemplo 105:
Resolver la desigualdad: y > 2.
Solucion:

Primero hacemos y = 2, para graficar, se sabe que esto corresponde a una recta horizontal, se
observa de color rojo en la ilustracion, con lineas interrumpidas, ya que la desigualdad es estricta.

3

-
=

Reemplazamos dos puntos, digamos P(3, 1) y Q(1, 1). Se puede ver que P esta en el semiplano
superior y Q en el semiplano inferior.

32 P(1, 3)

-
=

1 =T I

-1

-2

Segun la desigualdad dada, y > 0, el semiplano superior, satisface la desigualdad; es decir, el que
inicia en la recta interrumpida de color rojo hacia arriba. El punto Q no satisface la desigualdad.

El conjunto solucién serd el semiplano superior, lo que se expresa subrayado.
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Ejemplo 106:

Dada la expresion, y = 2x, hallar el conjunto de punto en el plano que satisfaga la inecuacion dada.
Solucion:

Primero ajustamos la desigualdad: y — 2x 2 0. En seguida expresamos y — 2x = 0 para graficar, como
corresponde a una ecuacion de primer grado, la grafica es una recta, entonces se toman dos puntos:

Parax=0, y—2(0)=0, entoncesy=0. (0,0)
Parax=2, y—2(2)=0, entoncesy=4 (2, 4)

Como se tienen dos puntos, por los axiomas : : 3

euclidianos, entre los que se tiene aquel 7 a

famoso que dice: “Por dos puntos solo pasa vy -2 x =0
una y solo una recta” Esta sera continua, ya : 2 .

gue la desigualdad no es estricta.

Para identificar el semiplano de solucién, reemplacemos dos puntos, digamos: P (-2,4) y Q (2, - 2),
ya que P esta por encima del plano y Q esta por debajo. Si se reemplaza dicho puntos en la
inecuacion:

Para P (-2, 4): Como y 2 2 x, entonces: 4 = 2(-2) Verdadero.

Para Q (2, - 2): para la misma desigualdad: - 2 2 2(2) Falso.

El punto P es solucion de la inecuacion, luego el semiplano que contiene a dicho punto es la solucion
de la inecuacion planteada.

—-= Sz, -0

— &
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Cualquier punto de la parte rayada, es solucién de la inecuacion.

Ejemplo 107:

Determinar el conjunto solucion de la desigualdad: X + 2y < 2

Solucién:

Llevamos la expresién a una comparacién con cero. X + 2y -2<0 Luego planteamos la

ecuacion temporal: X+ 2 Y — 2=0 Por ser una ecuacion lineal, con dos puntos es suficiente
para graficar. Tomemos por ejemplox =0 y x = 2.

x =0, reemplazando: 0+2y—-2=0, y=1, luego el punto: (0, 1)

x =2, reemplazando: 2+2y -2=0,y =0, luego el punto: (2, 0)

2
2
1 x+2y—-—2=0
—z -1 1 2 3
-1
-2

Ahora buscamos un punto por encima y por debajo del plano que esta separado por la recta, para
identificar el conjunto de puntos solucion.

Tomemos los puntos: P (2,2) v Q (-1,1) Es de aclarar que los puntos que se toman son arbitrarios,
solo se debe tener presente que estén en la parte del plano correspondiente.

ParaP (2,2):2+2(2)-2<0 Falso.
ParaQ (-1,1): -1 +2(1) —2< 0 Verdadero

El conjunto solucién contiene el punto Q.

2

/ 2 5 Pr>. 27
1,10 L1

X+ 2y —2 =0

2 -1 1 2 2

< /
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Ejemplo 108:
Resolver el sistema: x+y>2 y 2x-y<4

Solucion:

Para este caso se debe hacer dos procesos uno para cada inecuacion, la solucion sera la interseccion

de los dos casos.

Primer Caso: x + y > 2. Planteamos la ecuacion temporal x +y = 2, damos valores a X, veamos:
x =0, entonces y = 2, el punto (0, 2)

x = 2, entonces y =0, el punto (2, 0)

La grafica seré.

T

T
\\\-x-'-y=2 &
T
T
T 4
\
T
=
~
T
“& “a -z Z~ a &
—~
—z .
~
\\
-4 ~

Tomemos el punto P(2, 2) y el punto Q(0, 0), los reemplazamos en la inecuacion.
Para P (2, 2): x+y > 2, luego: (2) + (2) > 2. Verdadero

Para Q (0, 0): x +y > 2, luego: (0) + (0) > 2. Falso.

El semiplano solucién sera el que contiene el punto P (2, 2).

Segundo Caso: 2 x—y <4. Laecuacion temporal 2 x -y =4. Los puntos:
Tomemos x = 0, entonces y = -4, el punto (0, -4)
X = 2, entonces y =0, el punto (2, 0). La gréfica:

L &
2 = — v =
r=
= — = =z = (=]
-2
—=3
=1

99



Tomemos los puntos:

R (0,0): 2x—-y<4,luego: 2(0) —(0) <4. Verdadero
S (2,-2): 2x—-y <4, luego: 2(2) — (-2) £ 4. Falso

El semiplano solucion debe contener al punto R (0, 0)

|
N /
b0
o\
X
|
A

Como ya se tienen las dos soluciones, una para cada inecuacion, en seguida se debe hallar la
solucion total, la cual sera la interseccidn de las soluciones obtenidas.

El cruce de lineas en la siguiente gréfica, esta indicando la interseccion, dicho semiplano satisface
simultdneamente las dos inecuaciones planteadas en el ejemplo. Si tomamos un punto cualquiera en
dicho semiplano digamos (2, 4), éste debe hacer verdaderas las dos desigualdades simultdneamente.

Para x+y>2:(2) + (4) > 2. Lo cual es verdadero.
Para 2 x —y <4: 2(2) — (4) < 4. Que también es verdadero.

La solucion es la parte que presenta cuadriculas.

Ejemplo 109:
Identificar el conjunto solucion para la inecuacion:
2

X+4>y

- ———
Solucién: o T T

. s — 2 —
Se observa que corresponde a una expresion P 4 . ¥ ox=4
- X + 4 - 2 (/
cuadratica: Entonces: y -4 -2 2 4 6
~.
2 _ — . -1 . .

Reorganizandolo: y X=4 La grafica: Tz o

-3 T




Para encontrar el semiplano solucién, tomemos dos puntos un dentro y otro fuera de la curva.

Punto dentro de la curva: P(2, 1). Punto fuera de la curva Q(-2, 3)
2 2
Para P(2, 1): X+4> y == (2) +4> (1) Verdadero.

Para Q(-2, 3): X+4> y2 == (_2) +4> (3)2 Falso.

La solucién serd el semiplano que contenga a el punto P(2, 1), que en este caso es la parte interna de

la curva.

@-2, 3)

7
7

Ejemplo 110:

Hallar la solucion total para el sistema:

x=0 y=20 x+y<4 2X-y<6

Solucion:

A continuacion se dara la solucion total, por favor hacer el procedimiento con el grupo colaborativo y

aclarar las dudas con el Tutor.

Para las lineas son verdes.

x=20
Para Y 2 O las lineas son rojas.

Para X + Yy < 4 las lineas son

azules
Para 2Xx -y <6 las lineas son

cafés.

Solucion: La parte cuadriculada

2x-y=6
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Leccién Diecinueve: Inecuaciones: Problemas de Aplicacion

PROBLEMAS CON INECUACIONES DE UNA INCOGNITA:

En la vida diaria se presentan diversos problemas donde el camino adecuado para la resolucion son
las inecuaciones, una vez estudiados los principios y técnicas de solucion de inecuaciones, ahora
corresponde darle sentido de aplicabilidad a las mismas.

El primer paso para resolver problemas que involucran inecuaciones, es leer muy bien el problema
hasta comprenderlo completamente. En seguida plantear el modelo matematico que expresa con
simbologia matematica las especificidades del mismo. Para el caso particular de las inecuaciones,
es pertinente tener claro algunos términos usados para comparar, como; A lo mas, como minimo, etc,
que son los que dan las condiciones para plantear el modelo matematico.

Ejemplo 111:

La funcién utilidad al vender x unidades esta dada por el modelo: P = x* + 7x — 120, ¢cual sera el
minimo de unidades vendidas para que se presente ganancia.

Solucién:

Para que no haya perdida ni ganancia, P = 0, luego el minimo de unidades para que haya ganancia
debe ser tal que P > 0.

2
X°+7x-120>0 Linealizando: (X - 8)(X + 15) >0
Recordemos que se puede resolver por los conectivos logicos o por diagrama de signos. Utilicemos
diagrama de signos.
"""""""""""""""""""""""" +++++H+HH -

X - 8 =0, valor criticox = 8 x-8 :

8
---------------- HHHHH

X + 15 = 0, valor critico x = -15. x+15

PrOdUCtO. ||||||||||||||| |

La solucion: presenta un intervalo negativo y otro positivo, es obvio que por las caracteristicas del
problema, solo se tendra en cuenta la parte positiva, luego la cantidad minima para obtener ganancia
sera de 9 unidades.

Ejemplo 112:
En una clase de Matematicas un estudiante obtuvo las notas en sus primeras 4 evaluaciones de 60,
80, 78, 82. Faltando el examen. Para obtener una calificacion de aprobatoria el promedio de las 5

notas debe ser igual o mayor a 80 y menor que 95. ¢ Cual debe ser la nota minima en el examen para
que el estudiante apruebe el curso?
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Solucion:
60 + 80 + 78 + 82 + x

5
60+80+78+82+x<

5
Iniciamos la resolucion, eliminando el 5 del denominador de la fraccion.

80(5) < 5(60 + 80 +578 +82+x) < (5)95 Entonces: 400300+ x<47E

Segun las condiciones del problema, el promedio sera:

95

El promedio debe estar entre 80y 95. 80 <

Eliminamos 300 que acompafia a la incognita.

400-300<300-300+ x<475-300=>=100= x<17¢

El estudiante debe obtener minimo 100 puntos para aprobar el curso.
Ejemplo 113:

En la fabricacibn de equipos para calentamiento, la renta obtenida por venta de x unidades es de
450 x. El costo de produccion para x equipos es 200x + 750. ¢ Cuantos equipos minimos se deben
fabricar para obtener utilidad?

Solucion:

La utilidad se mide asi: Ingresos — Egresos > 0. Luego:

450X - (200X + 750) > O Operando:

250x—-750> 0 == 250x-750+ 750 > 750
250x - 750+ 750 > 750 =>= 250x > 750

Despejando la incégnita: x = 750 / 250 = 3.
El minimo de unidades que se debe fabricar es de 3 equipos para obtener ganancia.
Ejemplo 114:

Una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba con una velocidad de 90 m/seg. La distanciay de la
pelota al suelo después de de t segundos esta dada por: y=80t —16t*> ¢En qué intervalo de tiempo
la pelota estard a mas de 96 metros de altura?

Solucion:

Como y=80t—16t* yademasy > 96, entonces: 80t —16t° >96

Organizando la expresion para compararla con cero.80t —16t2 - 96> 0.

Cambiamos de signo para que la incégnita al cuadrado quede positiva ya si poder linealizar més féacil.

16t> - 80t +96<0

Ahora dividimos por 16 para que la expresién quede mas sencilla.

16> -80t+96 _ 0
<—=

16 —=t? -5t +6<0. Se linealiza la expresion, utilizando la factorizacion.
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t2-5t+6<0=>=(t-3)t-2)<0

Resolver la dltima desigualad, utilicemos los conectivos l6gicos. Como la expresion debe ser menor
que cero, entonces las dos posibilidades seran:

t-3>0At-2<0) V (t-3<0At-2>0)

Se busca la primera posibilidad.

T

[ B

t-3>0,t>3 A t-2<0, t<2

Para este caso NO hay solucion, ya que no se presenta elementos comunes entre los dos intervalos,
asi la solucion: (®)

Segunda posibilidad:

t-3<0, t<3 A t-2>0, t>2 7

R T
o
)-(
<
7

Para este caso la solucion esta en el intervalo (2, 3), que son los elementos comunes a los dos
intervalos.

La solucion total sera la union de las soluciones obtenidas: (P) U (2, 3) = (2, 3).

Volviendo al problema planteado, la pelota estard a mas de 96 metros de altura entre los 2 y 3
segundos.

Ejemplo 115:

La potencia W (watts) de un circuito eléctrico se obtiene con la siguiente expresion: W = I*E, donde
| es la corriente eléctrica (amperes) y E la fuerza electromotriz (voltios). La potencia de un circuito de
110 voltios, varia entre 220 y 2.310 watts. ¢En qué intervalo oscila la corriente eléctrica?

Solucion:

Como W = E*I, segun el problema: 220 < W < 2.310. Reemplazando W por su equivalencia.

220 < I*E =< 2.310, pero E = 110 voltios, entonces: 220 <110* < 2.310, dividiendo por 110 toda la
desigualdad: 2 < | < 21.

Entonces la corriente eléctrica oscila entre 2 y 21 amperes.
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PROBLEMAS CON INECUACIONES DE DOS INCOGNITAS

Para resolver problemas que involucran inecuaciones, se requieren varias situaciones, primero leer
muy bien el problema para comprenderlo, luego plantear el modelo matematico a través de una
inecuacion, en seguida resolver la inecuacion planeada, finalmente analizar los resultados para dar las
conclusiones al problema dado. En este aspecto, se diria que lo nuevo es el planteamiento del
modelo; es decir, la inecuacion que explica el fenomeno a analizar, ya que lo demas se conoce.

Ejemplo 116:

Un Almacén vende dos clases de articulos tipo A y tipo B, las condiciones del almacén establecen que
se debe tener al menos tres veces articulos tipo A que de tipo B; ademas, se debe tener al menos 12
articulos tipo B, el espacio permite tener maximo 80 articulos exhibidos. Plantear el sistema que
describe la situacion y describir la region solucion del fenémeno.

Solucién:

Sea x cantidad de articulos tipo A y seay cantidad de articulos tipo B.
x 2 3y: Tres veces articulo tipo A que de B.

y =2 12: Tener al menos 12 articulos tipo B

X = 36. Tener tres veces articulo tipo A.

X +y < 80. Capacidad maxima de exhibicion.

Planteamos las ecuaciones temporales para graficar.

x 2 3y, entonces: x — 3y = 0. Los puntos: (0, 0), (6, 2). Linea roja

y 212, entonces: y = 12. Es una recta horizontal. Linea azul

X 2 36, entonces: x = 36. Es una recta vertical. Linea café

X +y <80, entonces: x +y = 80. Los puntos: (0, 80), (80, 0) Linea verde.

== =235
16

199 : : v=12

|

& P A (295
—20 : - Z+y =80

La parte sombreada sera la regiéon de solucion del sistema.

Ejemplo 117:
La compafia m desea comparar cable tipo AA y tipo BB para instalaciones telefonicas, para esto

cuenta con un capital que oscila entre 600 y 1.200 millones de pesos. El valor de la unidad de cable
tipo AA es de 400 mil pesos y de tipo BB de 300 mil pesos. La compafiia requiere al menos 2 veces
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mas de cable tipo BB que de tipo AA. ¢ Cual sera la zona de solucion del sistema e identificar al menos
dos posibilidades de compra?

Solucién:

Sea x cable tipo AA. Seay cable tipo BB

Segun el problema:

a) 400 x + 300y =600 Valor minimo de compra
b) 400 x + 300y <1.200 Valor madximo de compra
C) y =2 2 x. Requerimientos de cable.

Solucién para el caso a:

400 + 300w = BOO

1 +;_f__;_}_{__;—r—
2 -1 1 2 2
- =
-1 .
o
-2

Solucién para el caso b:

00 + F00 = 1.200

Solucion para el caso c:

. 1 72x—y:0
-1
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La solucién al problema sera la interseccién de las soluciones obtenidas, mostrada en la zona
sombreada.

el 4

Dos posibles soluciones:
Punto: (1, 2) puede ser una solucion.
Punto: (1/2, 3) también puede ser solucion.

Ejemplo 118:

Una compafia de Alimentos para animales tiene definido dos tipos: Nutrian y Pedigry, con sus
respectiva composicién. Por otro lado tiene identificada las necesidades minimas que se requieren. El
objetivo es establecer el area de solucion para la racion con minimo costo: ademas, identificar dos
posibles soluciones.

ALIMENTO VARIABLE PROTEINA (P) CARBOHIDRATOS(CH) FIBRA (F) PRECIO($)
UNIDAD MEDIDA GRAMOS GRAMOS GRAMOS
NUTRIAN X 150 200 320 3.000
PEDIGRY Y 180 500 200 2.000
NECECIDADES 1.260 2.000 800
MINIMAS
NECECIDADES 1.600
MAXIMAS
Solucion

Se plantean las inecuaciones.

150X + 180Y = 1.260 Proteina
200X + 500Y = 2.000 Carbohidratos
320X + 200Y < 1.600 Fibra

110X + 200Y = 800 Fibra

Se plantea cada inecuacién como ecuacion para identificar la recta que permite buscar la region de
solucion.

150X + 180Y = 1.260 Proteina. Dos puntos para graficar: (0, 7); (8.4, 0)

200X + 500Y = 2.000 Carbohidratos. Dos puntos para graficar: (0, 4); (10, 0)

320X + 200Y = 1.600 Fibra. Dos puntos para graficar: (0, 8); (5, 0)

320X + 200Y = 800 Fibra. Dos puntos para graficar: (0, 4); (2.5, 0)

Grafico de las dos primeras inecuaciones:
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12
Proteina: 150X + 180Y

2.

Carbol

0

hidratos: 200X + 500Y = 2.000

Grafico de las dos Ultimas inecuaciones:

Fibra: 320X + 200Y =< 1.600

Regién solucion:




Fibra: 320X + 200Y = 1.600
Regiéon Solucién

Proteina: 150X + 180Y = 1.260

Fibra: 110X + 200Y =

T T T
-6 -4 -2

Carbohidratos: X + 500Y = 2.000

La solucidn se observa asi: En el eje x esta aproximadamente entre 0y 1y en el eje y entre 7 y 8.

Posibles soluciones: Se tomas dos puntos que estén en la region solucion. Veamos dos posibles
puntos que estan en dicha region.

X Y

Punto 1 Ya 15/2

Punto 2 1/10 72/10
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EJERCICIOS

Desarrollar los ejercicios, explicando cada paso.

1. Dada la desigualdad — 2 > - 4, cual sera la desigualdad obtenida si:
a-) Sesuma -4 b-) Se resta 10 c-) Se multiplica por — 3

2. Expresar las siguientes desigualdades como intervalos y hacer la grafica.
a-)x>4 b-) x=-3 c-) -5>x<2 d-) 0=x=<8

3. Expresar los siguientes intervalos como desigualdades.
a-) (-3, 4] b-) (-~,6)-[-5] ¢) [-2,4]-(0)

4. Resolver las siguientes inecuaciones.
2 2X+5<7 ra XS1 (=00l
X X

§>2+6 Rta: Xx=12 [12’00)

5. Resolver las siguientes inecuaciones racionales.

4 X>_;/
> .
a-) 3X+2_O Rta: 3

b fji“’ we (—00,-1) 0 (1, 0)

Para los ejercicios propuestos, por favor resolverlos con mucho cuidado y hacer los pasos
requeridos en su resolucion.

6. (x + 2)(x - 1)(4 - x) <0 Rta: (— 2,1) ] (4, oo)
, 2X% = 2x <12 ria (- 23)

%(X 4)> X +8 ria: (= 00,-20)

X3 3Xx=0 Rta: [~1,0] O [3, )
10. X >X Rta:1<X<oo

Leer cuidadosamente cada problema, para que sean resueltos adecuadamente.

11. El costo de produccién de x unidades de un producto esta dado por la expresion:

C =x? +6x, la utilidad por concepto de ventas est4 dada por U =2x? + X. ¢Cuantas unidades se
deben vender para obtener utilidad.
Rta: x> 5
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12. Un objeto lanzado verticalmente hacia arriba, cuya funcién altura estd dada por la expresion:
h=-98t? +147 donde h se da en metros y t en segundos. ¢En qué intervalo de tiempo el objeto

estard por encima de 529,2 metros?
Rta:6<t<9

13. Segun la Ley de Boyle, para un gas especifico a temperatura constante, se tiene la relacion:
P V = 200. Para P presion en psiy V volumen en plg®. ¢En qué intervalo se desplaza la presion, si el
volumen se encuentra entre 25 y 50 plg®?

Rta:4<P<8
14. El cuerpo humano tiene una temperatura normal de 37°C, si una temperatura x difiere a la
normal al menos en 2°C, se considera anormal. ¢ Cuél seré el intervalo de temperatura que
se considera anormal?
Rta: x £35°C y x> 39°C.

L . L 1
15. La funcién ingreso por venta de un producto esta dado por la expresion 40x _E x%. El costo

de produccion de una unidad es de $28. ¢ Cuantas unidades se deben vender para que la
utilidad sea de $100?
Rta: 10 <x <50

Resolver los siguientes sistemas graficamente.
16. 3x+y<3 y 4-y<2X
17. y—-x<0 'y 2x+5y<10

18. x=1, y=22, x+3y<19, 3x+2y=s<22

Leer cuidadosamente los siguientes problemas, plantear el sistema y resolverlo graficamente.

19. Un negociante de finca raiz vende casas y apartamentos, por la demanda se debe tener al menos
tres veces mas casas que apartamentos. Se debe tener disponible al menos 6 casas y 2 apartamentos
para su ocupacion. Las casas cuestan 30 millones y los apartamentos 20 millones. ElI comerciante
desea mantener sus costos de inventario en 600 millones o menos. Elaborar un sistema que
explique el fendmeno y hallar la regién solucion.

20. Una refineria de petréleo puede producir hasta 5.000 barriles por dia, el petréleo es de tipo Ay B,
del tipo A se deben producir por dia al menos 1.000 y a lo mas 3.500 barriles. Si hay una utilidad de 7
dolares para tipo A 'y 3 dolares para tipo B ¢, Cual sera la utilidad maxima por dia.

Rta: Tipo A 3.500 y tipo B 1.500

21. La empresa Sport fabrica dos tipos de balones para futbol, el modelo pie duro da una utilidad de 20
mil pesos y el modelo pie blando de 13.00 pesos. Para satisfacer la demanda la empresa debe
producir diariamente del modelo pie duro entre 20 y 100 inclusive, mientras que del modelo pie
blando entre 10 y 70 inclusive. Por las condiciones de la fabrica el total de produccion diaria debe ser
méxima de 150 unidades. ¢Cuantos balones de cada tipo se deben fabricar en un dia para obtener
méxima utilidad?

Rta: 100 balones pie duro y 50 pie blando.

111



Resolver las siguientes inecuaciones.

22_%31 Rta:_°°<X<2
gy X2, X4 re (- 0,-3)0 (- 12)0 (2,0)

x+1 x-1

Para los ejercicios propuestos, por favor resolverlos con mucho cuidado y hacer los pasos requeridos
en su resolucion.

24. Hallar la solucion grafica de la desigualdad: 3X - 12 2 O

Solucion: La parte sombreada de la grafica.

1 ] 1
I 1 ]
I 1 ]
I 1 ]
I 1 ]
I 1 ]
I 1 ]
1 4 1 0
B [ P =
i ] 1
I 1 ]
I 1 ]
I 1 ]
I 1 ]
I 1 ]
I 1 ]
I 1 ]
S 2] [ =
I 1 ]
i ] 1
I 1 ]
I 1 ]
i 1 3x=-12=0 i
I 1 ]
I 1 ]
I 1 ]
: 2 : “
1

I 2 0 1 2 1

25. Hallar la solucién grafica de la desigualdad: 5y + 152 O

Solucion: La parte sombreada de la grafica.

S PR
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26. Hallar la solucién grafica del sistema de desigualdades: 2X — 5y >-10 y 3X+ 2y =2

Solucion: La parte sombreada de la grafica.

2x-5y=-10
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CAPITULO TRES: VALOR ABSOLUTO

INTRODUCCION

El valor absoluto, es una figura matematica creada para relacionar un nimero con una [ o,
distancia. Su funcionalidad es permitir que en diversas situaciones se pueda trabajar con |~ .
nimeros no negativos. En términos generales, el valor absoluto referencia la distancia | 7
entre dos numeros reales.

Es pertinente analizar los principios que sustentan esta figura matematica, para poder aplicarla en
situaciones como son las ecuaciones e inecuaciones.

Valor Absoluto:
Sea x un namero real cualquiera, el valor absoluto simbolizado |x| se define asi:
X sl x >0
IX|=| 0 si x = 0
-X si x < O

La definicidn es explicita y nos indica que el valor absoluto de un nimero positivo es positivo, pero si el
ndamero es negativo, su valor absoluto es negativo. Como consecuencia de esto, el valor absoluto de
cualquier nUmero siempre sera positivo, excepto cero.

Algunas propiedades importantes en valor absoluto:

1. ‘X‘ 20 No negatividad.

2. ‘X‘ =0 = X =0 positividad.

: _‘X‘ = ‘X‘ Simetria

3
* yl = |yl *
4. ‘X Y‘—‘X‘ M Multiplicatividad.
x | Ix]
5. || = 73— Divisibilidad Paray # 0.
y |y |
nl| — n
6. |X |~ ‘X‘ potencia.

7. Xt y‘ = ‘X‘ + ‘y‘ Desigualdad triangular

8. |X~ Y‘ =0 = X=Y |gentidad.
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Ejemplo 119:

Hallar el valor absoluto de las siguientes cantidades.

Solucion:

a-) Como el valor es positivo, luego su valor absoluto sera positivo. ‘1q =10

b-) Como el valor es negativo, luego su valor absoluto sera negativo. ‘_ 5‘ = _(_5) =5
c-) El numero e =2,71828 y i = 3,1416, entonces e < 7, luego la cantidad sera negativa, asi su valor

absoluto sera negativo. ‘e_ 77‘ - _(e_ 7T) =Ji—€e

d-) Para este caso 2 < m, asi la cantidad sera negativa, entonces su valor absoluto serd negativo.

Veamos: ‘2_”‘= —(2-m) =m-2

Leccidn Veinte: Ecuaciones e Inecuaciones con Valor Absoluto |aX + b| =0

ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO:

Conocidos los principios sobre ecuaciones y sobre valor absoluto, ahora se hard una combinacion de
los dos términos para analizar ecuaciones con valor absoluto.

Sedx =a Entonces x = a, v, x =- a. Paratods x

Con este principio se pueden resolver ecuaciones con valor absoluto.
Ejemplo 120:

Hallar la solucion de la siguiente ecuacion:

x -3/ =8

Solucion:

Por la definicién: x—3 =8, entonces: x=8+3=11 6 x—3=-8,entonces: x=-8+3=-5
La solucion sera: -5y 11.
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La comprobacién puede verificar la solucién, hagamoslo.

-5-3/=|-8/=-(-8) =8

11-3|=18/=8
Ejemplo 121:
Resolver: ﬁ‘ =12
4
Solucioén:
2X—8 2X—8

Aplicamos la definicion:

Resolviendo: 2X—8=48 v 2x—-8=-48

Despejando la incognita. 2X=48+8 v 2Xx=-48+8

X:£=28 \Y} X ﬂ
2 2

—=12 v =-12
4

= -20

La solucién es -20 y 28. Por favor verificar las soluciones obtenidas.

En los ejemplos analizados se observa que se obtienen dos soluciones, situacién que ocurre con las

ecuaciones de primer grado con valor absoluto.
Ejemplo 122:

2 —
Hallar la solucién para la ecuacion dada a continuacion: X 8X ]q =2

Solucién:

Siguiendo la definicion, se sabe que hay dos posibilidades:
a) X*-8x-18=2== x*-8x-20=0 Se factoriza:
2 — —
X*—8x—-20= (X - 10)(X + 2) = 0. Por la regla del producto nulo: x = 10 y x = -2

2 _ 2 —
b) X“ —8X—-18=-2== X" —8X—16 = 0. Esta ecuacion la resolvemos por la
cuadratica:

— (=8) £ /(-8)* - 4(1)(-16) _ 8+ /64 + 64

x> —-8x-16 >= Xx =

2(1) 2
*
:81«/624+64 :81«/264 2 :81223\/5:“4&

Solucién: 4 + 4\/5 y 4-— 4\/5
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La solucion total sera: 10 —2, 4"‘4\/2 4—4-\/5
Ejemplo 123:

2 —
Resolver: ‘X - 4‘ = 3X

Solucién:

De acuerdo con la definicion hay dos posibilidades:
g X2—4=3x=>= x*-3x-4=(x-4)(x+1)=0

Por la regla del producto nulo: x =4 yx=-1
)y X2—4=-3x=>= x*+3x-4=(x+4)(x-1)=0
Por la regla del producto nulo: x =-4 yx = 1.

Los valores negativos NO satisfacen la ecuacion, luego la solucién es: 1y 4.

INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO: |ax + b| <0

En la naturaleza existen muchos fenémenos que suceden bajo ciertos limites o mejor en un intervalo
determinado. Las inecuaciones con valor absoluto son un dispositivo matemético que permiten
resolver problemas de fendmenos que presentan dichas restricciones.

La resolucion de inecuaciones con valor absoluto parte de las siguientes definiciones:

-Primera definicion:
Sea‘x‘ <a Entonces: -a< X < a
- P £y | Fannt
Veamoslo graficamente: — ! —
- = » @
-Segunda Definicién: Sea ‘X‘ >a Entonces: x< -a 06 x> a
. . (> I >
Veamoslo graficamente: A X o

Las definiciones de dieron para desigualdades estrictas, pero aplica también para las no estrictas, en
la gréafica, los extremos seran cerrados, ya que los incluye.
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Ejemplo 124:
Resolver: ‘X‘ <8

Solucioén:
Por la primera definicion: ‘X‘ <8=>= -8<x<8

Lo anterior significa que cualquier valor entre -8 y 8 satisface la desigualdad.
Veamos un caso: - 5, |— 5| = —(-5) =5 obviamente 5 es menor que 8.

Ejemplo 125:
Hallar el conjunto solucion para la siguiente expresion:

x| > 6

Solucién:

Por la segunda definicion: ‘X‘ >6=>=> X<-6 Vv X>6

La solucidn sera: (-~, -6) U (6, =)

Ejemplo 126:

Hallar la solucion de la expresion: ‘ZX - 6‘ <4

Solucién:
Por la definicién uno: ‘ZX - 6‘ <4== -4<2X-6<4

Desarrollemos el procedimiento para desigualdades compuestas, primero sumamos 6 a toda la
desigualdad, (¢,por qué?)

—4+6<2Xx-6+6<4+6=>= 2<2x<10

Ahora se divide toda la expresion entre 2.

2<2x<10 = %szz—xs%:: 1< x<5

La solucidn serd el intervalo [1, 5]. Notemos que es cerrado ya que la solucién incluye los extremos.

Ejemplo 127:

Mostrar que la solucion de la expresion:

>2 es [8/3,4)U (4, 8]

X—4

Solucién: Resolverlo con el grupo colaborativo y cualquier duda consultar al tutor.
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EJERCICIOS

Resolver las siguientes ecuaciones con valor absoluto.

1. 2X+3‘:5 Rta: x=-4y x=1

2. 1—4)/‘:5 Rta:y=-1 y y=3/2
x+2 _5

3. A "= Rta: x=-36/5 Xx=241/5
3 5 Y

Hallar el conjunto solucion de las siguientes inecuaciones.

a. |z| < 7 Rta:-7<z<7 (-7,7)
+ 7

5, ‘yT > 3 Rta: (-0, -16) U (2, =)

6. 2w - 7|< 0 Rta: w=7/2
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AUTOEVALUACION UNIDAD UNO

1 Y*i,2y=3_y _,
4 4 2
6 9

2. —+/x=—F=-2Jx
Jx Jx

3 8 -_6
4y-8 3y-6

4. Qué valor debe tener ¢ en la expresion 3y - 3 ¢ = 3y — 5, para que se cumpla la igualdad.

5. Demuestre que la ecuacion 4(y+1) = 6(y —2) — 2y no tiene solucion.

Resolver los siguientes sistemas por el método de reduccion.

3 2
—X + —Yy = 7
6. 4 3
E X - l y = 18
3 2
Resolver los siguientes sistemas por el método de Igualacion.
2 1 _ 7
.5 sV = Ao
'3 2, = 19
T T %
Resolver los siguientes sistemas por el método de Sustitucion
1 1 1
x Ty ° %
8.
i + i = 3
X y

Identificar el valor de ¢ en cada determinante, de tal manera que la igualdad se cumpla.

9. = 13

-3 5
g 4

Resolver los sistemas de ecuaciones propuestos por el método de Kramer; es decir, utilizando

determinantes.

3 - =
10. P q 13
-12p + 49 = -52
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= =2
11.
= 1

x|AhXIN
<|lo< |w

Resolver por eliminacion los siguientes sistemas de ecuaciones.

3x+y-z=2/3
12.2x-y+z=1
4x+ 2y =8/3

Cudl seré el valor de x para que el determinante sea verdadero.

3 2 4
13. D=]1 x 5|=5
01 -
1 x 2
14. P=|-1 x 3|=2
1 2 -

Solucionar los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de Kramer.
2x—-3y+2z=-3

15 —3Xx+2y+z=1
4x+y—-3z=4

16. Describa explicitamente los métodos de Sarros y Kramer y explique para que se utilizan.

17. Se desea construir un Silo para granos en forma de cilindro circular y semiesférico en la parte
superior. El diametro del silo debe ser de 30 pies ¢ Cudl sera la altura del silo, si la capacidad debe ser
de 11.2501 pie®?

18. El largo de un campo de baloncesto es 12 metros mas que su ancho. Si el perimetro es de 96
metros, ¢ Cuales son las dimensiones del campo?

19. En un triangulo, el angulo mas pequefio es la mitad del mayor y las dos terceras partes del angulo
intermedio. ¢ Cudles seran las medidas de los angulos?

20. Un fabricante de grabadoras reduce el precio de un modelo X en el 15%, si el precio con el
descuento es de $125.000,00 ¢,Cudl sera el precio original del modelo X?

21. José recibe de liquidacion 10 millones de pesos, decide invertir una parte en la Banca al 12%

anual y el resto lo invierte en transporte al 16% anual. Si al final de un afio recibe 1,3 millones de
intereses, ¢ Cuénto invirtio José en bancay en transporte?
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22. El perimetro de un rectangulo es de 16 metros, su area es de 15 m? ¢ Cuéles son las dimensiones
del rectangulo?

23. Para asistir a una funcion de teatro, se tiene dos tipos de entradas, el preferencial vale $4.500 vy el
popular vale $3.000, si se vendieron 450 boletas para un recaudo de $1'819.500 ¢ Cuantas boletas de
cada clase se vendieron?

24. Se desea preparar 200 Litros de &cido nitrico al 34% a partir de dos soluciones del 28% y 36% de
concentracion. ¢ Cuéles deben ser las cantidades de acido a utilizar para obtener la solucién deseada?

25. Para tres grupos de investigacién hay 1'360.000 millones de pesos, la cantidad de cientificos es de
100, cada cientifico del primer grupo recibié $20.000 millones, del segundo grupo cada cientifico
recibié $8.000 millones y del tercer grupo cada cientifico recibié $10.000 millones. Los cientificos del
primer grupo recibieron 5 veces mas fondos que el segundo ¢ Cuantos cientificos hay en cada grupo
de investigacion?

26. En una Fabrica se usan tres maquinas de diferentes modelos y capacidades para desarrollar la
produccion diaria. Al funcionar simultaneamente las tres maquinas, la produccion se realiza en 2
horas. Si la maquina mas moderna se averia, las otras dos pueden hacer la produccion diaria en 4
horas; si se averia la segunda maquina; las otras dos pueden hacer la produccién en 3 horas. ¢ Cuanto
tiempo tardara cada maquina en realizar la produccion diaria, de manera individual?

27. Un triangulo rectangulo tiene su hipotenusa 7 metros mas larga que uno de sus lados, el perimetro
del rectangulo es de 392 metros ¢ Cual es la longitud de los lados del triAngulo?

28. La cantidad de dinero A que resulta al invertir un capital P a una tasa de interés r compuesta
anualmente por dos afios, esta dada por la ecuacion A=P(1+r)? Si $10.000 se invierten a una tasa

de interés compuesto anualmente, el capital aumenta a $12.321 en dos afios. ¢De cuanto fue la tasa
de interés?

Resolver las siguientes ecuaciones, realizando el procedimiento adecuadamente y justificando las
respuestas.

2. Z +\/éz—2:0

0. Y —10/° =-21

. . » b
31. Demuestre que la suma de las raices de una ecuacion cuadratica es ——
a

L 2 — .
32. Paralaecuacion Y™ — ,651 = -4 Encontrar el valor de ,3 tal que la ecuacién tenga dos
soluciones reales repetidas.

Desarrollar el procedimiento apropiado para resolver los ejercicios propuestos.
33. 2\/y?+3=./- (l6y +3)

34 —,)(2—1:\/5
" J3x-5

35. y% -64=0

122



36. y% -81=0

37. 2{y*+3=,/- 16y +3)

Desarrollar los siguientes ejercicios, verificar la respuesta.

38. %:‘1

1 1 5
39 y—1+y—4_z
40.1+y+§/+_>1/:yi_1

En los siguientes ejercicios hallar las soluciones de los polinomios propuestos.

41. X +X2 +12+4=0
2. X+2% -x-2=0
43. X —=5x* +8x—-6=0

2 —
44. La ecuacion X3 _8X +16(_3— O tiene entre sus raices a x = 3. Hallar la suma de las otras
dos raices.

o : : . (o 1 1 1 1
45. Un circuito de tres resistencias en paralelo tiene como modelo matematico:. —=—+—+—

R R R R
Para una instalacién se debe cumplir las siguientes condiciones: La resistencia dos debe tener 10
ohmios mas que la resistencia uno y la resistencia tres debe tener 50 ohmios méas que la resistencia
uno. Sila resistencia resultante es de 6 ohmios. Cual debe ser el valor de las resistencias
componentes.

En los siguientes ejercicios hallar las soluciones de los polinomios propuestos.

6. X' —10¢ +35¢ -5« +24=0
47. 2X* =2 = 2x* —4x-40=0
48. X' =12 +48¢ -64x=0
40 X'+ x3=-3x*-x+2=0

2 —
50. La ecuaciéon X3 _8X +16(_3— O tiene entre sus raices a x = 3. Hallar la suma de las otras
dos raices.

Dadas las siguientes expresiones, escribirlas como suma de fracciones parciales.
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51.
x3 + x?2
2X2 =5x + 2

52- 3

X~ + X
3x +1

53.

x}-x*+x-1
54. Resolver las siguientes inecuaciones.

2x - 3 1 1 7R
i 2 2 ) 9+ —x=24--—Xx .
a) 3< = <7 b) 3 > c)7+R>3

Resolver las siguientes ecuaciones con valor absoluto.

ss. x+3]=[2x-1

s6.[q| - g =1
Hallar el conjunto solucién de las siguientes inecuaciones.
X - 2
57. > 2
X +1
1 1
58. | X = 3| < —
2 10

59. El peso en gramos de llenado de un recipiente que contiene granos, debe cumplir con la

siguiente condicion:

<1 donde P es el peso. Se toma un tarro y al pesarlo éste

fue de 17 gramos. Eltarro cumple con las especificaciones de peso.

Resolver los siguientes ejercicios con su respectivo procedimiento.
X% — X
60. 52  ~_ < O
X+ 2X
(x +3)*(x - 4)(x + 5)

2
>0
x2 +x-20

61.

62. Hallar la solucién grafica del sistema de desigualdades: 4x + 4y <6 y Y™ 2x>1
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LABORATORIO
Para desarrollar este laboratorio, debemos tener di  sponible el software MAPLE.

Se habre el software Ia pagma para trabajar se observa aS|

e
EEETE 11
f——=x=x

S e e

i e B KOO

Al pulsar flechas en la parte izquierda, aparece una serie de flechas y simbolos, se pulsa la
gue se requiera, segun la operacion a realizar.

Para iniciar se escribe restart, lo que indica que podemos iniciar sin problema.

Ecuaciones:

Ahora para trabajar las ecuaciones, se invoca la libreria correspondiente, por ejemplo para
ecuaciones lineales de primer grado. Student[precalculus][lineal ecuation](): Al dar enter, se

carga la libreria y luego se puede plantear las ecuaciones de este tipo para obtener la

solucmn

(389 Sin Titulo (" - Berverd]
Archivo(F) Editar Ver Insetar Formato Tabla Dibujo Grdfico (P) Hojade Calculo (5) b (T) Ventana (W) Ayuda

D2ESES YXaR S5¢ TP BEE &= mloﬁaﬂﬁ.@@‘ﬁ@

[ﬁFaumms J;: Tots @EEEEED oo Plot Ocultar

TR — (_C omath ¥ ) Times bew Raman V(MV B. .EE B =z
I Manuscrito restart

TT— student| precalculus || lineal ecuation]( ) :

}Lhdada(s{]

I Uinidcs (FFPS)

Dbkt G

P Matriz

T

|

Con estos comandos queda listo para trabajar las ecuaciones de primer grado con una incognita.

:)Cm::pumzates 1
P Griego
—

(R

S2enn g
YN R X KX
tlge==<

FHBED ]

P g e | T|[¢ '

Memoria; 0,68 Tiempo: 0.06s Modo Matematico

1A2am, ||
24/06/2011

B m@od

En seguida vamos a resolver tres ejemplos, observar la programacion para cada uno.
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Se escribe la ecuacion af = 3x —4(2 —x) =3(x —2) — 4 Se pulsa Enter, aplrecuacion en color
azul, en seguida se pide que la resuelvasame(f(x)),enter, aparece la solucién en color azul. Asi
para los demas ejemplos.

T
Archivo (F) Editar Ver Insetar Formato  Tabla Dibujo Gréfico (F) Hoja de Calculo (5) Herramientas (T)  Ventana (W) Ayuda

D2ESS $BE S¢ TP EE €= NI1O0%e & B # 3

A Tedto @FEETED obujo Pl Asimacion Quultar |
( C 200utput ¥ ) ( Times lawRoman ) (e v) B[I|lU = E b ==
restart 2
student[ precalculus|[ lineal ecuation]( )
Ejemplo No 1:
S=3x—42—x=3x-2)-4
Tx—8=3%—10 o))
solve( f(x))
1
g @
Ejemplo No 2:
N (dx—1) _
Jx+2 E
4x—1
= 3)
Ix+2 ®
solve| g(x))
73 @
Ejemplo No 3:
L 4.2 1
hi= gkt G =gkt
1 42 1
ity ity =
salve( hx))
3
4;7 @)
Ejemplo No 4:
_ (x+1) Bx—3) %
o 772
i 1 . o i
4 »

Memoria: 0.68M Tiempo: 0.06s Modo Matematico
11:56 a.m. F

B o 4@

24/06/2011

Resolver utilizando Maple:
1. 32-x)=2x-1

2. 1x—6=§x+1
2 4

3. §+ﬂ:£
X X 2

Para ecuaciones de grado dos o mas, se invoca Student[precalculus][ecuation](): Lo demas
igual que en las ecuaciones lineales.
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Archivo (F) Editar Ver Insettar Formato  Tabla Dibujo Gréfico (P) Hoja de Caleulo (S Herramientas (T)  Ventana (W) Ayuda

D2BSS YXBMH S¢ TP E &= NIOFS & [F]Exx 2 B
[ Favontes J:: 7 Matemitica jo Plat  Anin Ocultar
W (G Text > ) (TmestewRoman  ¥) (2 ¥) B I U % =
P Manusarito restart =
oIS student| precalculus ]| ecuation]( ) :
Ejemplo No 1:
f=t3x—1=0
243x—1=0 @
solve f(x))
PO W sy S RO @
T 3 R
Ejemplo No 2:
g= P +4x—8=13
el Gl P tdx—8=13 ®
femocez solve(glx))
L =3, x—=T )
Ejemplo No 3:
Z N R MK R hi=-X - —x+14=0
Tl g==s L =P —x+14=0 ®
e solve({x))
B R e B L )
A = S
=gl
L e
oo JG e
e -
PR ISP S il '

i
N

® Listo

Resolver utilizando Maple:
1. x*+3x-1=0

2. x*+4x-8=13

3. -x¥-x*-x+14=0

4. S x=2 _a/x
X X

xR

Inecuaciones:

Para las desigualdades lineales: Inicialmente aa la hoja de trabajoeétar)), se invoca la libreria:

lineal Inecualities tutorAsi se puede iniciar el trabajo.

Archivo (F)Editar Formato  Table Dibujo Grafico (F) Hoje de Calculo () Herramientas (T)  Ventana (W) Ayuda

Memoria; 0.68M Tiempo: 0.06s Modo de Texto

i W

24/06/2011

024pm. |

DEBESS XBE 5S¢ TR «=2 N1 OBs o Boa ¢ G

Ocultar

P Flechas Al Texte tematica Plot
i [ > (Tmestewreman ¥ (s x) B[I|U [E]= Thlh
restart
student[ precalculus || Linear Inequalities Tutor]( ) :
> Ejemplo No 1:
O LH1) vy
* o x x = % ([ 3 2
la forma que se debe hacer en Maple.
/N L= R D
L& - T AA f::x*)'?
AAALVV !
r——x —
VYVyes :
VI [ P
NmUUWYY = PN .
_ 2
a v
MU 8D VA g
+-—-—=@e6 Lesdl-l., 1
FEFg TRty
Sfe e e vel f(x) < g(x).x)
solve( f(x) < g(x).x
00 ¢ &b » RealRange( Open(-1). =)
HHBKMMIKX solve( f(x) < g{x). {x})
NAlzA <] {-1<x}
Bk
£or =
st e

@

Memoria: 0.68M Tiempo:




Otro ejemplo:

18 5 il i

Archivo (F) Editar Ver Insertar Formate  Tabla Dibujo Grafico (P)  Hoja de Célculo (5] Herramientas (T)  Ventana (W) Ayuda

DSBSS ¥XBE S¢ TP s WI1OBe v @ax & B

Texte T B obibujo  Plat Aniniatioh Ocaltar |1
(_C 20 math *) (TmestewRaman v (14 ¥) B[I]U EE e =iz
restart -
student| precalculus| [ Linear Inequalities Tutor |( ) :
Ejemplo No 2:
St B (x+2) 0
+ - F - - [EES)
# 3 * x = x || laforma que se debe hacer en Maple.
(x+2)
= o | = _
iy ! fi=x— 13
& T T AN L xt2 4
AAAL VY s ®
WN v E o g=x—0
3AV .o N X0 =
NmYUU = /K-8
= I FZ
M abDV 4 T =0 &)
T =-=®6
Qe 008 solve( f(x) > g(x),x)
B0d &b D RealRange( - @, Open( -3) ), RealRange( Open( -2), o) “
BHEHEMIKXA solve(f(x) > g(x). {x})
Se o M {x<-3}h {-2<x} &)
S N
Boa - o=
o i T || »
® Lisio Memoria: 0.68M Tiempo: 0.06s Moda Matematico
F I = = i M — =

Resolver utilizando Maple:

L X =2 =3x=0

5 X3 > X2
X+ 4
— <1
3'x—2
2x+5>x+1
x+1 x-1
2_
X "X 20
X% + 2X
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En la direccion siguiente podemos observar el planteamiento de ecuaciones de primer grado
con una incognita y verificar su solucion.

http://www.terra.es/personal3/frjavier.lamas/matl/m atesol.htm#prl0

En la direccidon siguiente podemos observar el planteamiento de ecuaciones simultaneas de
primer grado con dos incognitas y verificar su solucién.

http://www.terra.es/personal3/frjavier.lamas/mat1/S ISTEMAS%20DE%20ECUACIONES.h
tm

En este sitio debemos registrarnos para hacer laboratorio interactivamente.

http://132.248.17.238:8080/ejercicios/isp/paginalni  cial.jsp
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UNIDAD DOS

FUNCIONES, TRIGONO’METRI’A
E HIPERNOMETRIA
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CAPITULO CUATRO: FUNCIONES y = f(X)

INTRODUCCION

En Matematicas uno de los conceptos méas importantes es el de FUNCION, se cree que el
gran matematico aleman Leibniz la introdujo a finales del siglo XVII. El concepto proviene
del latin functo, que quiere decir Acto de realizar.

Todas las areas de las Matematicas tienen que ver con funciones, de alli la importancia de su
analisis, partiendo de la definicion, sus caracteristicas y su clasificacion.

El capitulo esta estructurado de una manera secuencial, iniciando con el estudio del sistema
de referencia mas utilizado, las caracteristicas de las relaciones y la Conceptualizaciéon de
funcion, los elementos fundamentales sobre las funciones, como dominio, imagen, monotonia,
simetria, la representacion grafica. Se ha dado bastante importancia a los principios sobre
funciones para luego analisis las clasificaciones mas relevantes.

Respecto a los tipos de clasificacion, se ha dado en dos enfoques: Segun la relacion entre los
conjuntos de partida y llegara y las otra segun el modelo matematico que la explica. Este tipo
de clasificacion busca que cualquier funcion pueda ser considerada dentro de una de las
categorias dadas. Ademas las diversas aplicaciones que tiene esta tematica.

Es importante analizar cada tematica con detenimiento, desarrollando los ejercicios

propuestos para poder comprender y afianzar los conocimientos sobre funciones. El tema de
funciones es muy interesante y apasionante.
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Leccion Veintiuno:  Sistema de Coordenadas — R

Los Matematicos y Cientifico, han inquietado sus estudios a las representaciones graficas de los
fendmenos naturales, para lo cual se han disefiado diversos sistemas de representacion, las cuales
tiene un sistema de referencia, llamada “Sistema de Coordenadas”, en las cuales se hacen los
gréficos segun el sistema definido. Entre las mas conocidas se tienen las coordenadas cartesianas,
las coordenadas polares, las coordenadas esféricas y las coordenadas cilindricas. Para efectos de
este curso se van a estudiar las coordenadas cartesianas.

COORDENADAS CARTESIANAS:

Renato Descartes (1.596 — 1.650) en su gran sabiduria establecié que un punto cualquiera del plano
geomeétrico se podria ilustrar por medio de un par ordenado (X, y) que representa la distancia euclidia
perpendicular desde los ejes del sistema que él propuso a dicho par ordenado. Se considero el
principal gestor entre el lenguaje gréafico y el lenguaje algebraico, ya que por medio de éste, se pudo
relacionar a una ecuacion con una curva y viceversa.

Actualmente se les conoce como el sistema de coordenadas cartesianas o rectangulares, la cual se
forma al cruzar dos rectas perpendicularmente, el punto de corte se le llama origen de coordenadas,
de esta manera el plano se fracciona en 4 cuadrantes.

Eje de Coordenadas: H

Segundo Cusdrante Primer Cwuacdrarts

Por convencion internacional el nombre de los ejes se . |
presentan asi: .

Tercer Cuadrante Carto Cuadrante

Horizontal: Abscisa o eje X

Vertical: Ordenada o eje y iy I

En este sistema cualquier pareja (X, y) tendra un signo segun el cuadrante. Sabemos que el eje x se
considera positivo hacia la derecha y negativo hacia la izquierda a partir del origen, el eje y se
considera positivo hacia arriba y negativo hacia abajo a partir del origen, entonces:

EJES CUADRANTES
PRIMERO SEGUNDO TERCERO CUARTO
X | Positivo Negativo Negativo positivo
Y |Positivo Positivo Negativo Negativo

Ejemplo 128.

Para ilustrar esta convencion, ubicar en el plano cartesiano los siguientes puntos:
a3, 1), b(-3, 2), c(2, -3) y d(-2, -2), e(0, 5) y 1(5,0).

Solucién:

En el siguiente grafico, se puede observar la ubicacion de los puntos propuestos.
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(©, %)
>

8 (%2 )

(2,-2) I'p
L 3

3 e} .(2, -3)

En cada pareja ordenada la primera componente corresponde al eje x y la segunda componente al eje
y. Se observa que el punto A es positiva para las dos componentes, B es negativa para la primera
componente y negativa para la segunda componente. Asi se puede observar para las demas puntos.

DIAGRAMAS DE VENN:

Otra forma de representar un par ordenado, es por medio de los muy conocidos Diagramas de Venn.
John Venn, un l6gico Britanico (1.834 — 1.923) propone un sistema de Ovalos para representar las
relaciones entre pares ordenados, propiedades y operaciones entre conjuntos. El sistema buscaba
reducir los analisis l6gicos y la teoria de conjuntos a un célculo simbdlico. Actualmente esta
herramienta es muy usada en Matematicas, especialmente en teoria de conjuntos y en el estudio de
funciones.

Cada pareja ordenada esta relacionada a través de un Ovalo asi: La componente x en el primer 6valo y
la componente y en el segundo 6valo.

En el diagrama de Venn, se esta representando los
A A mismos puntos que fueron ubicados en el plano
cartesiano anterior.

El conjunto A se le conoce como conjunto de partida
0 conjunto inicial y al conjunto B se le conoce como
conjunto de llegada o conjunto final.

Las lineas van del conjunto de partida al conjunto de
llegada e indican las parejas ordenadas que se
relacionan.

Los elementos del conjunto de partida A, se ubican en
el eje x del plano cartesiano y los elementos del
conjunto de llegada B, se ubican en el eje y del plano
cartesiano.
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Leccion Veintidés: Relaciones y funciones f:R-> R

RELACIONES:

En el mundo que nos rodea, existen relaciones entre dos conjuntos, por ejemplo la relacion entre
Temperatura y Altitud, la cual establece que a mayor altitud, menor temperatura. Otro caso es la
relacion entre le numero de kildmetros recorridos y el costo del servicio en un taxi, el cual esta
relacionado que a mayor kilometraje, mayor costo del servicio. Asi existen muchas relaciones entre
dos conjuntos.

El concepto de relacion esta asociado a una condicion entre dos conjuntos, de tal manera que a cada
elemento del conjunto de partida, le corresponde un o varios elementos del conjunto de llegada.

Las relaciones se pueden representar por medio de los diagramas de Venn.

Las parejas ordenadas graficadas son: " R
(a,5), (b, 4), (c, 2), (d, 1), (, 6), (9, 3)

Segun la teoria:

A = Conjunto de partida
B = Conjunto de llegada
R = Relacion entre cada para ordenado.

a
b
C
d
e
f
g
h

Componentes de Una Relacion:
Toda relacion presenta varios componentes.

Dominio: Corresponden a todos los elementos que conforman el conjunto de partida; es decir, los
elementos del conjunto A.

Codominio 6 Rango: Corresponde a los elementos que conforman el conjunto de llegada; es decir, los
elementos del conjunto B.

Regla o Norma: Corresponde a la forma en que se asocian los elementos del dominio y el codominio,
generalmente se representa con la R.

Sea R:A——> B

La expresion significa que existe una relacién R entre los conjuntos A y B.

Ejemplo 129:

Dada la relacion entre los conjuntos P y Q, cuya norma o regla es: Q = 2P, hacer el diagrama de
Venn e identificar las parejas ordenadas, tomar los 4 primeros enteros positivos.

Solucién:

A partir de las condiciones del problema: R: Q =2P. Sea R: P ———» Q
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Las parejas ordenadas:

1,2), (2,4), (3,6), (4,8),...., (p, 2p)

En el conjunto de partida se tomaron los 4 primeros numeros
enteros positivos por las condiciones del ejemplo, pero en dicho
conjunto se pueden tomar los valores que se deseen, sean
positivos 0 negativos.

Ejemplo 130:

Dados los conjuntos M y N, de tal manera que N sea la raiz cuadrada de M. Hacer el diagrama de
Venn y obtener las parejas ordenadas para 1, 4, 9, 16,..., m para m positivo.

Solucion:
R:N=VM
Sea R: M

v
Z

Las parejas ordenadas:

(1, 1)y (1,-1)
(4,2) y (4,-2)
(9,3) y (9, -3)
(16, 4) y (16, -4)

En general:

(m, n) y (m,-n)

- s o= (Lm0

FUNCIONES

Uno de los conceptos mas importantes en Matematicas es el de Funcién, ya que en las ciencias puras
y aplicadas son fundamentales para analizar diferentes fenébmenos. En Biologia el crecimiento de los
organismos es modelado por una funcion exponencial, en Economia para la descripcion del costo 6
utilidad de un articulo, en Fisica el andlisis del movimiento se modela por funciones polindmicas, etc.

Dentro del andlisis de funciones, hay algunos conceptos que son pertinentes mencionar.

Variables: Se puede decir que es todo aquello que cambia a través del tiempo o espacio, el mismo
espacio y tiempo se consideran variables. La clave de este concepto es que ocurre cambio, ya que si
esto sucede, se dice que ocurrid variacion. En el estudio de funciones se conocen dos tipos de
variables. VARIABLE INDEPENDIENTE : Se considera aquella que se define por si misma, una de
esas por su naturaleza es el tiempo, pero existen otras. Esta variable por lo general se ubica en el eje
de las abscisas del plano cartesiano; es decir, en el eje x. VARIABLE DEPENDIENTE : Como su
nombre lo indica, son aquellas que quedan definidas a partir de otra; es decir, depende de otra para
quedar definida. Esta variable es ubicada en el eje de las ordenadas en el plano cartesiano; eje y.
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Cuando se dice que el area de un circulo es funcién del radio, lo que se quiere decir es que el area
depende del radio. A=f(R)

Constantes: Son términos que tienen valores fijos; es decir, lo que indica que no cambia en ninguna
circunstancia. Los valores numéricos son el ejemplo tipico de constantes.

En la antigiiedad se utilizaban las vocales para indicar las variables y las consonantes para indicar las
constantes. En la actualidad por convencion general, las primeras letras del alfabeto se utilizan para
indicar las constantes y las Ultimas letras para indicar las variables.

Con estos elementos se puede hacer una definicion de funcién.

DEFINICION: Una funcién es una relacion donde a cada elemento del
conjunto de partida le correspondao y soloun elemento del conjunto
llegada.

En funciones, al conjunto de partida se le llama Dominio y a los elementos del conjunto de llegada se
le llama imagen. En el plano cartesiano los elementos del dominio son ubicados en el eje x y los
elementos de la imagen son ubicados en el eje y.

Por la definicion, se puede inferir que todas las funciones son relaciones, pero NO todas las
relaciones son funciones. (Discutir esta conclusion con los compafieros del grupo colaborativo)

Para determinar si una relacion es funcion, basta con
observar en el diagrama de Venn, que todos los
elementos del dominio estén relacionados con algun
elemento del rango, pero solo con uno.

Gréficamente, para todos los elementos del dominio,
debe salir solo una flecha.

Hay dos casos donde la relacion no es funcion: Cuando
un solo elemento del dominio no esté relacionado con
alguno del rango o si algun elemento del dominio esta
Cromiri o Imagen relacionado con mas de un elemento del rango.

Existen 4 formas de definir una funcién, en el trabajo con funciones Estas formas se trabajan
indistintamente, lo que indica que se deben conocer y dominar adecuadamente.

1. DESCRIPTIVA: Es la descripcién verbal del fendbmeno que se estudia, en esta se detallan las
condiciones en que ocurren los hechos. Por ejemplo: La ganancia G que resulta de vender X
articulos, en la cual el valor unitario es de $200.

2. NUMERICA: Consiste en hacer una tabla de valores con los datos obtenidos del fenémeno al hacer
las mediciones correspondientes. Por ejemplo:

-
= | o =20 40 0 0. .
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3. GRAFICA: Por medio de una representacion gréafica, ubicando pares ordenados en el plano
cartesiano, se puede observar la forma de la curva que muestra la funcion dada.

"13a

Los puntos ubicados en el plano son los descritos en la

2 : parte numérica.
12

- - " ~—~| Enelejexse representan los articulos vendidos y en el eje
_— y la ganancia por ventas.

—20

4. ANALITICA: También es llamada Matematica, es aquella que por medio de un modelo matematico
se describe el fendmeno, para el ejemplo que estamos analizando seria:

El modelo describe la ganancia (G) en funcién de numero de articulos
vendidos (X). G — 20X

ELEMENTOS DE UNA FUNCION:
En toda funcion se encontrar 3 elementos.

Dominio : Son los elementos del conjunto de partida; es decir, los elementos de x, que corresponden a
la variable independiente. En el ejemplo modelo la variable independiente son el nimero de articulos
vendidos. Anteriormente se hizo aclaracion que los elementos del dominio se ubican en el eje x del
plano cartesiano.

Imagen: Son los elementos del conjunto de llegada; es decir, los elementos de y, que corresponden a
la variable dependiente. En el ejemplo modelo es la ganancia G. También por convenciéon los
elementos de la imagen se ubican en el eje y del plano cartesiano.

Regla o Condicién : Se considera a la forma en que se relacionan los elementos de x e y. Cada
funcion tiene una regla que relaciona las dos variables. Solo se debe tener presente que a cada
elemento de x le corresponde solo uno dey.

Ejemplo 131:
La relacion entre las variables x e y estd dada de tal manera que y se obtiene elevando al cuadrado la
variable x, a partir de la descripcién del fenbmeno, obtener la tabla de datos, la grafica y el modelo
matematico.

Solucion:

Los valores:

oo

=
N
O |w
N
ol

16 25
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La grafica:

Plano Cartesiano.

A\

—_ o2
El modelo matematico: y =X

Diagrama de Venn

El dominio: Para el caso que se presenta, la variable independiente puede tomar cualquier valor real,

luego el dominio son todos los reales.

La Imagen: Para cualquier valor de la variable independiente, el valor de la variable dependiente sera
positiva, luego la imagen son todos los reales no negativos.

Determinacion del Dominio e Imagen de una Funcion:

En el andlisis de funciones, es importante identificar el dominio e imagen de la funcién, lo cual se

puede hacer de dos maneras.

A Partir de la Gréfica:

Con la observacion detallada de la grafica, se puede identificar el dominio y la imagen de una funcion,

veamos dos ejemplos modelos.

Gréfica A

Gréafica B

y=x 42t -x-2

Grafica A. Se observa que la curva se desplaza a lo largo del eje X, tomando valores positivos y
negativos, luego el dominio son todos los valores reales. Para la imagen, la curva se desplaza en la
parte positiva del eje y, luego la imagen son todos los reales positivos.

138



. +
La notacién sera: f ‘R-R

Grafica B: En la curva se observa que la grafica puede tomar valores positivos o0 negativos en el eje
X, igual para el eje y, luego el dominio e imagen de la funcién son todos los reales.

Lanotacionsera: T R > R

A Partir del Modelo Matematico: (formula matemética )

Dada el modelo matemético, se determina los valores que pueden tomar la variable independiente y
la variable dependiente.

— v3 2
Sea la funcion | Y = X F2xT-x+1 Segun el modelo, se infiere que la variable x puede tomar
valores positivos, negativos incluso cero, luego el dominio son
todos los reales. Asi se observa que la variable y tendré valores positivos y negativos e incluso cero,
luego la imagen son todos los reales; es decir es una funcion de reales en reales.

Sea la funcion |, - 1 | Se observa que la variable x puede tomar valores positivos y negativos,
pero NO *~! puede tomar el valor de cero, luego el dominio seran todos los reales
diferentes de cero. La variable y sera positiva si x es positiva y viceversa, pero nunca sera cero, luego
la imagen son todos los reales diferentes de cero.

Sea la funcién. LY = Vx La variable x puede tomar valores positivos y cero, pero No puede
tomar valores negativos, ya que la raiz cuadrado de nimeros negativos no es real, asi el dominio
seran los reales positivos y el cero (reales no negativos). Los valores que puede tomar y seran
positivos y cero 0 negativos, pero no los dos; para que se pueda consideran una funcion, luego la
imagen son los reales no negativos 0 los reales negativos.

En general el Dominio de una funcién seran los valores que pueda tomar la variable x sin que se
presenten ambigiiedades en el momento de hacer la operacion matematica.

La imagen se determina despejando x del modelo matematico y se observa qué valores puede tomar
la variable y.

NOTA: Con la practica y muchos ejercicios se ganara destreza para determinar el dominio e imagen
de una funcion.

Notacion Moderna de Funcion:

El matemético francés Agustin Louis Cauchy (1.789 — 1.857) dentro de los
aportes dados a la matematica, como precision de los conceptos de
Funcion, Limites y Continuidad, propone una nomenclatura para definir
esquematicamente una funcion, de la siguiente manera.

y=1(x)

Fuente: mat.usach.cl/histmat/html/cauc.html
Como se ha comentado la variable x sera la variable independiente y la variable y sera la variable

dependiente o funcién. Asi y y f(x) seran equivalentes ya que significan lo mismo.
Por ejemplo si escribimos:
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f(X):2X2_3X+1 Es lo mismo que y:2x2—3x+1

Con lo analizado hasta el momento ya estamos en capacidad de responde las siguientes preguntas.

Toda relacion es funcion: vV F

Toda funcion es relacion: vV F

Funciones de Valor Real:

Con la aclaracion de las afirmaciones anteriores, ahora se debe analizar en qué conjunto numérico se
pueden trabajar las funciones. En apartados anteriores se dio un indicio sobre en donde se puede
definir el dominio e imagen de una funcion. Una funcién de valor real, nos indica que los elementos
del dominio e imagen son numeros reales, por esto las funciones de valor real se describen de la
siguiente manera: f'Ro R

Es pertinente aclarar los conceptos de rango e imagen. El rango es el conjunto que conforma el
codominio de la relaciéon y la imagen son los elementos del rango que interactian con los elementos
del dominio.

LAS FUNCIONES SEGUN EL TIPO DE RELACION:

Como se sabe en las funciones hay una interaccion entre los elementos del dominio y rango. De
acuerdo al tipo de interaccion existen tres clases de funciones.

Funcion Inyectiva : También llamada Funcion Uno a Uno, son aquellas donde los elementos del
rango que son imagen de algun elemento del dominio, solo lo hacer una vez. Las funciones
crecientes y decrecientes son inyectivas.

DEFINICION:
Sea la funcion y = f(x), dados dos elementos del dominio X; y X,
Si X #X, ¥ f(Xx1) # f(x2), entonces la funcion es inyectiva

Funcion Sobreyectiva: Las funciones y = f(x), donde “Todos los elementos del rango” son al menos
imagen de uno o varios elementos del dominio. Lo anterior quiere decir que todos los elementos del
rango se relacionan con algun o algunos elementos del dominio.

Funcion Biyectiva : Una funcién y = f(X) es Biyectiva si, solo si, es inyectiva y Sobreyectiva.

En el siguiente grafico identifica que tipo de funcién es cada una.

) hiw)
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f(x):
9(x):

h(x):

SIMETRIA DE LAS FUNCIONES:

La simetria es el comportamiento de la curva respecto a los ejes coordenados. Una curva es simétrica
respecto al eje v, si la parte derecha es la imagen especular de la parte izquierda, sera simétrica
respecto a x si la parte superior es la imagen especular de la parte inferior.

i ¥

| S S ———
O I
H

Simetria respecto a eje x Simetria respecto al eje y Simetria respecto al origen
La simetria de las funciones esta relacionado con el concepto de funcién par e impar, veamos en qué
consisten dichos principios.

Funcion Par: Una funcion f (x) es par si para todo x en su dominio: f (- xX) = f (x). Este tipo de
funciones son simétricas respecto al eje y. El ejemplo tipico son las funciones cuadréticas.

Ejemplo 132:
Sea la funcién f (x) = x > + 2, mostrar que es par.
Solucion:

Lo que se debe hacer es cambiar x por — x en la funcion: f (-x)=(-x)?+2 = x*+2
Como f (- x) =f(x), entonces la funcion dada es par.

Ejemplo 133:
3

) ., X —4x . .
Mostrar si la funcion: g(x) = —1 es simétrica respecto al eje y.
+

Solucién:

Solo se debe reemplazar a x por - X en cada una 'y observar el resultado:
—\3 —A(- (3 _ 3 _

g(x) = (2" ~4(=X) = (X" = 4x) = (X"~ 4x) g(-x) #g(x), lafuncién no es par, por ende g(x)

-x+1 -x+1 x—-1
no es simeétricas respecto al eje y.
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Funcion Impar: Una funcion f (x) es impar si para todo x en su dominio: f (- x) = - f () . Este tipo de
funciones son simétricas respecto al origen de coordenadas. El ejemplo tipico son las funciones
cubicas.

Ejemplo 134:

Dada la funcion f (x) = x ® — 2x, determinar si es impar.

Solucion:

Se debe reemplazar a x por — x y observar la funcion obtenida.
f(-x)= (-x)3=2(-x)=-x*+2x=-(x3=2x)

Como se puede ver f (- x) = - f (x), Luego la funcién es impar, asi sera simétrica respecto al origen de
coordenadas.

Ejemplo 135:

Mostrar si la funcién g (x) = 4x> + 2x°, es impar.

Solucion:

Se debe reemplazar a x por — x y observar la funcion obtenida.

g (X) = 4(-x)° + 2(-x)® = -4x> — 2x° = -(4x° + 2x°). Entonces: g(-x) = -g(x). la funcién es simétrica respecto
al origen.

Grafica ejemplo 134. Grafica ejemplo 135

5

20

f(x) = x3 - 2x

MONOTONIA DE LAS FUNCIONES:

Una funcién se considera mondtona si es creciente o decreciente.

Funcion Creciente : Intuitivamente una funcion es creciente si a medida que aumenta la variable x,
también aumenta la variable y.
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DEFINICION:
Sea f(x) una funcion definida en el intervalo |, parax; €l y X, € |, donde
X1 < Xz, Sif (x1) <f(x2), se dice que la funcion es creciente en el intervalo .

Cuando se dice que la funcion f (x) esta definida en el intervalo |, se afirma que el intervalo | es parte
del dominio de la funcion.

FUNCION CRECIENTE
b

Flagd

S

/

Funcion Decreciente : Intuitivamente una funcion es decreciente si a medida que aumenta la variable
X, la variable y disminuye.

DEFINICION:
Sea f(x) una funcién definida en el intervalo |, para x; € |, x; € |, donde x; < X2,
Sif (x1) > f (x2), se dice que la funcidn es decreciente en el intervalo I.

FUNCION DECRECIENTE

Descripcién De Una Funcion:

Describir una funcién es hacer el andlisis donde se identifique el dominio y la imagen, su monotonia,
su simetria y la gréfica correspondiente, entre las caracteristicas mas importantes.

Ejemplo 136:
Sea la funcion f(x) = 3x — 1, hacer una descripcion de la misma.
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Solucién:

Dominio: Como x puede tomar cualquier valor real, sin restricciones, entonces el dominio son todos los
reales. D eR.

Imagen: Para hallar la imagen, debemos despejar la variable x y observar qué valores puede tomar vy,
comoy=3x—1, entonces. x = (y + 1)/ 3 Asi, la variable y puede tomar cualquier valor real, luego la
imagen son todos los reales | € R.

Decimos: f: R ——» R. (Se lee reales en reales)

Monotonia: Se debe identificar si la funcion es creciente o decreciente. Para esto se toman dos
valores del dominio: x; =2 y X, = 3, recordemos que X; < X, segun la definiciébn. Ahora se determina
la imagen de cada uno asi: f(x;=2) =3(2)-1=5. f(x,=3)=33)-1=8

Como f(x1) < f(x,) la funcion es creciente.

Simetria: Se debe buscarque f(-x)= f(x) 6 f(-x) =-f(x), de otra manera no hay simetria.
f(-x)=3(-x)-1=-3x-1=-(3x+1). Como se puede ver no se cumple ninguna de las dos
condiciones, luego la funcién no tiene simetria.

Grafico: Para hacer el gréfico se debe tomar algunos puntos, veamos:

s ¥ -
Flxy=3x-1
-7 _T
-1 -4 - T i z *
0 -1 -
1 2 -2
2 ] -3
Ejemplo 137:

Sea la funcion y = VX Hacer la descripcion de dicha funcion.

Solucién:

Dominio: La variable x esta dentro de una raiz cuadrada, luego solo puede tomar valores positivos y
cero, pero no puede tomar valores negativos, entonces el dominio son los reales positivos y el cero; es
decir, los reales no negativos (R) D e R’
Imagen: Despejamos la variable x, luego: x =y
positivos o cero (analice porqué). | € R’

Se puede expresar; f: R® —— R’

Monotonia: Tomemos dos valores, digamos X; = 1 y X, = 4, entonces: f(xl):\/i:1 y

2 esto significa que la variable y solo toma valores

f(x,)= J4=2. Comof (x1)<f(x2) lafunciéon es creciente.
Simetria: Si tomamos f (- xX) en la funcion, se presenta ambigliedad, ya que raices pares de numeros

negativos no son reales. Asi la funcion no es simétrica.
Grafica: Tomamos varios puntos y se unen, para observar el comportamiento de la grafica.
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Leccion Veintitrés:  Algebra de Funciones f (%) =g(x) £ h(x)

Las funciones también se pueden operar algebraicamente.

SUMA: La suma de dos o mas funciones origina otra funcion, cuyo dominio seran los elementos
comunes a las funciones que participaron en la operacion.

Sean las funciones. f (x),g (x), h(x) entonces: s(x) = f(x)+g(x)+h(x)

La suma de funciones cumple con las leyes basicas propias de la suma, como la conmutativa,
clausurativa, asociativa y otras.

RESTA: Al igual que en la suma, la resta de dos o mas funciones, origina otra funcién. El dominio de la
funcion resultante son los elementos comunes a las funciones que fueron operadas.

Seanf(x) y g (x)dos funciones, luego: r(x) = f(x)—-g(x)
Es pertinente recordar que la resta no es conmutativa.

PRODUCTO: Cuando se multiplican dos o mas funciones, se produce otra funcion, la funcion
resultante tiene como dominio los elementos comunes de las funciones multiplicadas.

Sea f(x),g(x)yh(x),funciones, entonces:p(x) = f(x)*g(x)*h(x)

COCIENTE: Dividir funciones es equivalente a dividir polinomios, solo que para poder realizarla, el
denominador debe ser diferente de cero.

Sea f(x):% cond (x) # 0.

El dominio de f (x) seran todos los valores de x, excepto aquellos que hagand (x) =0

Ejemplo 138:

Sean las funciones: f(x)=3x* -2x+5 y g(xX)=x*>-6
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Hallar: f(x)+g(x), f(x)-g(x), f(x)*g(x), f(x)/g(x),

Solucién:

2y F()+9(X) = BX° —2x+5) +(X* —6) =4x* -2x-1

5y F()—9g(¥) =@ —2x+5 —(x* —6) =2x* —2x+11

=) (X * g(x) = Bx? —2x+5) * (x* —=6) =3x* —18x* - 2x +12x+5x* —=30=3x" - 2x> -13x* +12x-30
f(x) _3x*-2x+5 _g_ 2X + 23

g(x) X* -6 X* -6

-)

Ejemplo 139:
Hallar la suma, resta, producto y cociente de las funciones dadas a continuacion:

f(=e*+1C , g(X)=Ln(x)-4

La primera es una funcién exponencial y la segunda una funcion logaritmica, mas adelante se
estudiaran.

Solucion:
5 F(x)+g(x) =(e** +10) + (Ln(x) —4) =e** + Ln(x) + 6
) f(x)-g(x)=(e** +10) - (Ln(x) - 4) = e** - Ln(x) +14

5 F(X*g(x)=(e* +10 * (Ln(x) — 4) = Ln(x)e* +10Ln(x) — 4e”* — 40
f(x) _ e”+10

9x)  Ln(x)-4 Para [Ln(x)—4]¢0

-)

En este ejemplo se puede observar que cuando las funciones no se pueden operar, entonces se deja
indicado dicha operacion.

COMPOSICION DE FUNCIONES: Una de las operaciones mas importantes en el algebra de
funciones es la composicion. Intuitivamente componer funciones es “Introducir” una funciéon dentro de
otra, de tal manera que la funcion introducida sera el dominio de la funcién anfitriona.

Seaf (xX) y g (X) dos funciones, entonces:

f [g(x)] - (fo g) (X) Selee fdeg 6 gcompuesta f

glf(x)] = (g" f) (X) Se lee gde f 6 fcompuesta g
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El dominio de f° g es el conjunto de todos los elementos x del dominio de la funcién g, de tal manera
gue g(x) esté en el dominio de f. De la misma forma para g °f.

Se puede graficar la composicion de funciones asi:

4

Es de aclarar que al funcién compuesta NO es conmutativa, ya que: f°g # g °f.

Ejemplo 140:
Sea f(X)=x*+2 y g(X)=+/x+1 Hallar f°g(x) y g °f(x).

Solucién:

3 fog(X) = f(g(X)) =(WXx+1)*+2=x+1+2=x+3

3 gof(X) = g(f (X)) =4/ (X +2) +1=+/x* +3

Ejemplo 141:

Sean las funciones h(x) =3x* -2 y j(X) :X—_l. Hallar h°j(2) y j°h (3)
X

Solucién:

Para calcular h °j (2), primero se busca la funcién compuesta y luego se aplica para x = 2, siempre y
cuando este valor este en el dominio de la compuesta. Igual para j°h (3)

B hoj(x):s(x"lj -2
X

2
. - 5

Ahora lo aplicamos para x = 2; hoj (X) = 3(—) -2==-2=- 2
Entonces h°j(2) =-5/4
(Bx*-2)-1_3x*-3

(Bx*-2) 3x*-2
3% -3_33°-3_24
-2 332-2 25

1 joh(x) =

Se aplica parax=3. Joh(X) =

Entonces j°h (3) =24 /25
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Ejemplo 142:
Calcular (f°g) (1/3) y (g °f)(m/8) para f(x)=sen(4x) y g(x) = Ln(3x)
Solucion:

- ) Calculemos primero (f ° g) (x) y luego lo aplicamos a x = 1/3

fog(x) = sen4Ln(3x))
Reemplazamos para x = 1/3.  fog(x) = ser(4Ln(3%)) =sen4Ln(@@) =sen0) =0
Entonces (f ° g) (1/3) =

-) Hallemos: (g °f) (x) y luego lo aplicamos a X = 11/8

gof (x) = Ln (3sen(4x))
Ahora se aplica parax = w8, gOf(X) = Ln(33er(4%)) = Ln(Sser(g)) = Ln(3x) = Ln(3)
Entonces (g ° f)( /8) =Ln(3)
Ejemplo 143:
Dadas las funciones f (x) = 4x* + 4 y g(x) = 1/x Parax # 0. Hallar:
a-) (f° N(x)
b-) (3 ° 9)(x)
c) (F°g)(x)
Solucion:
ay fof (X) = 4(4x* +4)* + 4= 4(16x" +32x* +16) + 4
fof () = 64x4 +128x* + 64+ 4 = 64x* +128x* + 68

gog(x) =—=
” y

¢y fog(x) = 4(£j
X

+4 Parax #0
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EJERCICIOS

Para las funciones dadas, hacer la descripcion correspondiente: Dominio, Imagen, simetria y

monotonia y una descripcion de la grafica.

1 F(X)=3x*-4x+5

2. 9(X) = 2::;
L hd -1
0 Ix-16
2x-1

4. Dada la funcion f (x) =
JX+1

5. Proponga dos ejemplos de funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas.

5x+1

6. Dada las funciones f(x) =

o T+ o) T()—0(X
7. Para las funciones MY) :y2 —oy+4 y L(y)= 3y2 — 9y + 8 Hallar:

Sh(y)
) h(y) =3L(Y) by L) *+50(Y) &) 377y

g(x) :X;A' Hallar.
3x

g.sean T(X)=4serf(X) y g(x)=4cog(X) Hallar:
f(x)
2 19 +9(%) ) g(X)
9. Sean las funciones: f (X =T1—4 vy 9(x) :m
peterminar: a ( F09)(X) b, (9OT)(X)

10. Sean las funciones: f(X) :2X y g(X) - SeI(BX)

f
o 100400 1) Ty e (00)0X) o (G0N

Hallar la imagen; si existe parax=0,x=-1,x=1,x=3
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Leccion Veinticuatro:  Funciones Especiales.

Clasificar la gran cantidad y variedad de funciones no es tarea facil, anteriormente analizamos que
segun el tipo de relacion hay funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas. Pero existen otros
criterios para clasificar funciones, el mas general es clasificar las funciones segun el tipo de expresion
matematica que la describe. Por ejemplo la ecuacién lineal describe funciones lineales, las
ecuaciones cuadraticas describen funciones cuadréticas, los logaritmos describen las funciones
logaritmicas y asi sucesivamente.

El criterio descrito es muy pertinente, ya que de esta manera se puede involucrar la mayoria; por no
decir todas las funciones que existen y puedan existir.

Bajo este contexto las funciones se clasifican en Algebraicas, Trascendentales y Especiales.

FLIMCIOMNES

TRASCEMDEMNTALES
ALGEBRAICAS

ESPECIALES

Lineal Constante - 55
Cuadratica Idéntica LHIJOI'I%L‘I-? es
Ciubica Valor Absoluto HganiLied s

trigonomeétricas
Hiperbdlicas

Polinémica Parte Entera
racional Definida por Partes
Radical

FUNCIONES ESPECIALES:

Se consideran a las funciones cuyo modelo mateméatico no tiene un patron definido, mas bien son
muy particulares.

1. Funcién Constante:

Sea f (X) - b Siendo b una constante. Esta funcién indica que para todo valor de X, su imagen
siempre sera b. La funcidén constante es lineal.

La notacion f:R - Rfijo

Su dominio son todos los reales y su imagen un uUnico valor b; quizas esto es lo que la hace ver
especial. Es una funcion par, ya que f (-x) = f(x), luego es simétrica respecto al eje y.

e

4 La funcion que se presenta en la grafica muestra que
el dominio es cualquier real y la imagen para este
casoesy=3.

Esta funcion no es creciente, tampoco decreciente,
por lo cual no se considera mondétona.
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2. Funcion idéntica:

Se le llama idéntica ya que para cualquier valor del dominio, su imagen es precisamente el mismo

valor. Sea f (X) = X. Esta funcién también es lineal, solo que el valor del dominio e imagen es el
mismo, aqui es donde se le da la connotacion de especial.
Lanotacion f :R - R

Esta funcion es impar, ya que se cumple f (-x) = - f (x).
s | Por ser una funcién impar, la funcion idéntica es simétrica
2 : respecto al origen.

flz)=x

En la grafica se observa que la funcién es creciente, esto

-3 -2 -1 E z = | porque el coeficiente de la variable x es positivo, pero si
-t dicho coeficiente es negativo la funcion sera decreciente,
-z de todas maneras esta funcién es monoétona.

3. Funcién Valor Absoluto:

Esta funcion cumple con los principios del valor absoluto. Sea f (X) = |X| . ElI dominio son todos

los reales, ya que el valor absoluto se aplica a cualquier valor real. La imagen son los reales no
negativos, debido a que el valor absoluto por definicibn siempre sera positivo o a lo mas cero. La

*

notacion f 'R = R

Esta funcibnespar ya que f(-x) = f(x), por lo
cual es 2
Simétrica respecto al eje y. 1

-3 -2 -1 1 b4 3

La funcibn es creciente en el intervalo [0, «) y
decreciente en el intervalo (-«, 0)

4. Funcién Parte Entera:

Es una funcién muy especial ya que presenta una discontinuidad notoria. Algunos la llaman funcion
escalonada, en la grafica se vera porque.

Sea f (X) - X| Cuyo significado es el valor maximo entero menor o igual que x, mas comun
parte entera. Por ejemplo f (x) = []0,2|]: 0, ya que 0,2 es mayor menor o igual que 0. Mas

explicitamente:

Para -1<x<0, suimagenes-1

Para 0<x<1, suimagensera0

Para 1<x<2,suimagenes 1. Asisucesivamente.
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Y13 —
2 —0
Fo=x]
1 —0
_ x
-3 -2 -1 1 2 3 4
—_—0-1
— o -2
—o -3
El dominio de esta funcion son todos los reales y su imagen los enteros. La notacion:

f:R - Z No tiene simetria, tampoco monotonia, su caracteristica mas notoria es su
discontinuidad para cada x entero.

5. Funcién Definida por Partes:

Es una funcion que combina parte de diversas funciones, puede ser definida por una parte constante
y otra idéntica, una parte lineal y otra trascendental, etc. En general la funcion definida por partes se
muestra por una regla compuesta por dos 0 mas expresiones matematicas. Aunque no hay una
forma general, podemos ilustrar con algun ejemplo, pero se tendrd méas oportunidad de analizar este
tipo de funciones a lo largo del curso.

Ejemplo 144:
X si x>0
Sea f(x)=41 si x=0
2 si x<O0

Se observa que esta funcién esta definida en tres partes, segun el valor que tome la variable x, para la
parte positiva de la variable la funcion es idéntica, para la parte negativa la funcion es constante.
Cuando x = 0, entonces la imagen es 1. Veamos la grafica.

=

2

®l

152



Leccion Veinticinco:  Funciones Algebraicas. f(x) =ax’+bx+c

Las funciones algebraicas se caracterizan porque la ecuacion que la describe son polinomios,
haciendo que éstas tengan los principios y caracteristicas que tienen éstos.

1. Funcién Lineal:

Su nombre es dado por la grafica que la representa, la cual es una linea recta no vertical, ademas su
ecuacion es de primer grado.

DEFINICION: Seaf(x) =mx+b, donde my b son reales yA0.

Se define como una funcién lineal, domdese conoce como la
pendiente o el intercepto.

El dominio de la funcion lineal son todos los reales al igual que laimagen. f : R - R

La pendiente a se calcula de la siguiente manera, a partir de dos puntos P(xi, ¥2) y P(Xz, Y2):

m=Y2 "Y1

X, =X

La pendiente puede ser negativa, positiva o cero.

Cuando m = 0, la recta es horizontal, asi la funciéon no tiene monotonia, tampoco simetria.
Cuando m > 0 la recta es inclinada hacia la derecha, en este caso la funcién es creciente.
Cuando m < O la recta es inclinada hacia la izquierda, siendo decreciente para este caso.

El intercepto es el punto donde la recta corta al eje y.

Ylg En la grafica se observa los tres casos de la
funcion lineal.
y=2

Para y = 2 la pendiente m = 0, la recta es
1 y=2Zx-1 horizontal y el intercepto es y = 2.

N

-2 -1 1 2 3 x| Para y = 2x-1, lapendiente m >0, la recta es
creciente y el intercepto es y = -1.

_p A\ ¥=Ex Para y = -2x la pendiente m < 0O, la recta es
decreciente y el intercepto es y = 0.

Como se puede inferir, la monotonia de la funcién lineal esta determinada por el valor de la pendiente.
En el pequefio grupo colaborativo, analizar la simetria de la funcién lineal.

Ejemplo 145:

Sea la funcion f(x) = ax +b, por dicha funcion pasa los puntos P (2, 4) y Q (-2, -3). Determinar la
ecuacion que describe dicha funcién, identificar la pendiente, el intercepto y hacer la grafica.
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Solucion:

Segun la ecuacion que identifica la funcion f(x) = ax +b, lo que se debe hallar es a y b, sabiendo que a
es la pendiente y b el intercepto.

Calculemos la pendiente: tomemos como P; (2, 4) y Q (-2, -3) entonces: a= m:u :% ::71
=% Te

- 7
Se reemplaza el valor de a en la ecuacién planteada: f(X) :Zx+ b. Como los dos puntos deben

satisfacer dicha ecuacién, se reemplaza uno de ellos y asi se obtiene b: Tomando el punto P (2, 4):

4 22 2+b==b=4 —g :% Asi la ecuacion que distingue la funcion es: f(X) = ; X +%

La gréfica:

La grafica muestra que la recta esta inclinada

hacia la derecha, luego la pendiente es positiva, lo

gue se puede corroborar en la ecuacion; ademas,
.| €s creciente.

No es simétrica, lo que se puede comprobar
sustituyendo a x por — x en la ecuacion.

Ejemplo 146.

Dados los puntos R (-3, 4) y S (3, -2), determinar la ecuacion lineal que contiene dichos puntos, la
gréfica, su monotonia.

Solucién:
La ecuacion sera de la forma: y =mx + b, que es equivalente af(x) =ax+ b

Como en el caso anterior debido a que no se conoce la pendiente lo primero es hallarla.
_ Yo=Y _ —2-4 _-6_

x,-X 3-(-3) 6

Ahora en la ecuacion dada se reemplaza uno de los puntos, ya sabemos por qué.4=-1-3 +b=>=b=1
Por consiguiente: T (X) = —-Xx+1

La grafica: 2

Segun la ecuacion, la pendiente es negativa, luego

la recta sera inclinada hacia la izquierda, lo que se fl)=-x+1

observa en la grafica. \ .

La funcién es decreciente.
(Comprobarlo  matematicamente, en el grupo
colaborativo)
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El intercepto es 1, se ve en la grafica y se observa en la ecuacion. Asi la expresidn obtenida es una
funcion lineal.

Ejemplo 147:

Sean los puntos P (2, 3) y Q(2, -2) que pasan por una recta. Hallar la ecuacion, la gréfica y determinar
si es funcion.

Solucion:

Calculemos la pendiente: m= Yoo ¥ T 2-3 :_—5
X, =% 2-2 0

Esto nos indica que NO hay pendiente. Asi la recta es vertical. La ecuacién es de la forma:
X= 2

La gréfica:
= ., . 1y
La ecuacion obtenida No representa una funcion, ya
2 gue para x = 2, las imagenes son infinitas.
=2
1 Asi la expresion x = 2 es una relacion, pero no es
funcion.
-1 1 P 3
-1 Generalizando, toda linea vertical representa una
- relacion y toda linea no vertical representa una
- funcion.
-2

2. Funcién Cuadrética:

Su nombre es dado por el tipo de polinomio que la describe, un polinomio de segundo grado.

DEFINICION:

Seaf(x) =ax® +bx+c, donde a, b y c son reales # 8. Se defing
como una funcién cuadratica.

El dominio esta dentro de los reales al igual que la imagen. f 'R - R

La grafica de una funcion cuadratica es una parabola, que consta de dos ramales que se unen en un
punto llamado vértice; ademas, una recta que pasa por el vértice llamada eje de simetria, el cual
divide la curva en dos partes iguales. Para que una pardbola corresponda a una funcion, el eje de
simetria debe ser siempre vertical.
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Ramas

f)=ad +he+e 2

-5 -4 =% 2
-2

-4
]

| — Ejs e simetria
“ l-e

Yertice

Analizando la ecuacién f(x) =ax® + bx+c, se pueden hacer algunas particularidades. Cuando

b = ¢ =0, la parabola tiene el vértice en el origen. Sib y/o ¢ son diferentes de cero, el vértice esta
fuera del origen, en este caso el vértice se haya asi:

b b _-b
o S X = — — f v . . , : X=—
El vértice (x, y) Donde: a y ( Za] El eje de simetria 23
Cuando a; es decir, el coeficiente de la variable al cuadrado toma valores positivos 0 negativos, la
gréfica cambia.
-) Si a> 0, las ramas de la parabola abren hacia arriba a partir del vértice.
-)Si a<0, las ramas de la parabola abren hacia abajo a partir del vértice.

Ejemplo 148:
Dada la funcién f(x) =3x* hacer la descripcién correspondiente.

Solucién:

Como la ecuacion dada es cuadratica, se puede inferir que se trata de una funcién cuadratica. Se
observa que b = ¢ = 0, luego el vértice esta en el origen.

El dominio son todos los reales, ya que la variable x puede tomar cualquier valor real.

La imagen: Recordemos que se despeja x y se observa que valores puede tomar y 0 f(x).

y=f(x)=3x* == x* =%::> X= \/g , esto nos indica que y solo puede tomar valores positivos, ya

que las raices pares solo tiene solucién en reales para valores positivos y cero. La imagen seran los
Reales no negativos. (R)

: : ] , -b_0
El eje de simetria ser&: X=—=—=0
2a 2

Como a >0, ya que a =3, entonces las ramas abren hacia arriba a partir del vértice.
La funcion es decreciente en (- ,0) vy creciente en [O, 0 )
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Por teoria de polinomios, sabemos que una ecuacion
\ cuadratica tiene dos ceros, que es donde la curva
2 Jo)=3x corta la eje x, para este caso el corte es en cero,
luego dicho polinomio tiene dos ceros reales iguales.

x | No debemos olvidar la teoria de polinomios analizada
en la parte de ecuaciones polinébmicas, es de mucha
-1 ayuda para el estudio de funciones.

Ejemplo 149:
Hacer la descripcion de la funcion: f(x) =2x* +8x+5

Solucion:

El dominio: todos los reales.

La imagen: Son los reales que sean mayores o iguales a f(;—bj ,yaquea>0.
a

Primero se calcula:_—b :_—8 = -2 Ahora se determina f _—b .
2a  2(2 2a

—_ 2 —_
Veamos: f(_ 2) - 2(_2) +8(_2) +5=-3 Finalmente se establece que la imagen son los
reales mayores o iguales que -3. Vértice: V (-2, -3)

Simetria: Se debe reemplazar x por — x en la funcion: f(=X) = 2(—X)2 +8—X)+5= 2 —8x+5

Se observa que f (- x) es diferente a f (x). Asi no hay simetria par. Se factoriza el signo y se obtiene:
f(-X) =2x* -8x+5=—(-2x*> +8x—5) Tampoco se cumple que f (- x) = - f (x), luego no hay
simetria impar, por consiguiente la funcion no tiene simetria.

Monotonia: Como a > o, las ramas abren hacia arriba a partir del vértice. Luego la funcién presenta la
siguiente monotonia:
De (—o,-2) la funcién es decreciente.

De [— 2, 00) la funcion es creciente.

La grafica:
Fe=2x" ¥ 8045 3’
> Como ejercicio, se debe determinar los ceros del polinomio;
es decir, donde la curva corta al eje x.
1
Y 5 = — *| Muestre que dichos ceros son: -0,775 y -3,224.

Trabajarlo en el grupo colaborativo.
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Ejemplo 150:
Hacer la descripcion de la funcién cuya ecuacion es f(x) =—-3x> +12x -5

Solucién:

Dominio: Todos los reales
: -b
Imagen: Todos los reales que sean menores o iguales que f 24 )’ yaque a<0.
a
-b_ -12

2a 2(-3)
iguales que 7. Vértice V (2,7)

=2. Ahora: f(2)=—3(2)2 +12(2) -5=7 La imagen son todos los reales menores o

Simetria: Como en el caso anterior se infiere que NO hay simetria, por favor comprobarlo en el grupo
colaborativo.

Monotonia: La curva presenta la siguiente monotonia:
De (-,2) lafuncién es creciente.

De [2,00) la funcion es decreciente.

La grafica:
¥
6 : OO =—3x% 12— 5
4 Mostrar que los ceros de esta curva son: 0,472 vy
3,527
2
“| Trabajarlo en el grupo colaborativo.
—2 =z 4 &
2
-4
-5

3. Funcién Cubica;

Su nombre es dado por el tipo de polinomio que la describe, un polinomio de tercer grado.

DEFINICION:
Seaf(x) =ax’ + bx* +cx+d, donde a, b, c y d son reales¥ @. Se define
como una funcién cubica.

El dominio y la imagen estan en los reales f 'R - R

. ., L. — 3 .. .
Cuando b = c =d =0, se obtiene la funcién caracteristica f (X) = aX" . Esta funcién es impar.
Cuando a > 0 la funcién es creciente y cuando a < 0 la funcion es decreciente.
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-
! 70y = ax” ) = —a?
= : &
a=0 a=0
a a
2 2
5 x
-2 2 a4 -2 2 4q
_2 _2
-4
-4
-6
-6

La funcién ctbica de la forma f(x) =ax® con a # 0, es simétrica respecto al origen, es monétona y

tiene tres raices reales iguales, para el caso de f(x)=ax’+cx, dondea #0yc# 0 presentan
simetria respecto al origen, no son monoétonas Yy tienen tres raices reales diferentes.

Sea la funcion: f(x) = x® — 4x y g(x) = 12x* — 5x. La gréfica siguiente muestra que tanto f(x) como g(x),
presentan simetria respecto al origen, no tienen monotonia y presentan tres raices reales diferentes. .

f(x)=x3-4x X

"8 "6 4 2 2 T4 "6 i) "0 T12

g(x)=12x*>-15x

Para el caso de la funcién f(x) =ax® +bx® +cx+d donde b0, c #0y d # 0, no presenta simetria.

Si la funcion presenta las tres raices reales, no es monétona. Veamos dos ejemplos en la siguiente
grafica. Segun la gréfica, qué tipo de raices tiene g(x) y p(x).
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10
g(x)=5+4x>+x-6

54

X) = 4x3 -x2-8x -3
Aa lp() X

6 4 2 \ 0 2 4 6

[

-10 4

4. Funcién Polindbmica:

Las funciones polindmicas son aquellas cuya regla esta dada por el polinomio que la define, por lo
tanto el grado de la funcién seré el grado del polinomio.

DEFINICION:
Seaf(x)=ax"+a _x""+..+ax+a,, donde @ &.1,...,a y @son realesya
#0yneZ. Se define como una funcién polindmica.

Para estas funciones el dominio y su imagen estan en los reales; esdeci: f : R - R

Segun la definicion las funciones lineales, cuadréticas y cubicas son polinomicas, solo que éstas se
estudiaron por separado, debido a su importancia y caracteristicas. Aunque analizar funciones
polinbmicas requiere de sdélidos conocimientos en polinomios y buena cantidad de ejercicios modelos,
lo presentado en las teméticas de polinomios y funciones nos pueden servir como base para adquirir
solidos conocimientos en el tema.

Ejemplo 151:

Sea la funcion f (x) = x* — 4x® + 3x*: Hacer la descripcion de dicha funcién.
Solucién:

Dominio: Los reales, ya que la variable x puede tomas cualquier valor real.
Imagen: Los reales, ya que la variable y toma también valores reales.

Monotonia: Las funciones polinébmicas por lo general no son monotonas, ya que pueden ser
crecientes y decrecientes.
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Simetria: Si se reemplaza x por — x, tenemos: f(-x) =(—X)* —=4(—x)® +3(-x)? = x* +4x% +3x°

Asi no se cumple f (-x) = f (x), tampoco f (- X) = - f (x). La funcion no tiene simetria.

Gréfica: Para hacer un bosquejo de la gréfica, se puede primero identificar los ceros del polinomio, lo
que se hace, linealizandolo: f(x) = x* —4x® +3x* = x*(x* - 4x+3) = x*(x-1)(x—-3) Entonces los
ceros del polinomio sonx=0,x=1, x = 3.

Por el diagrama de signos, se puede identificar como se comporta la curva.

+ + + + + ++ B il i i B B S R ot I I I

_x I T
0 1 3
(x—1 | ! ;
a 1 3
I:x_sj ---------- i----------------------i- --------------- I++++++++-
a 1 5
Prﬂducia I + 4+ +F+ I ------------- |
a 1 3
b . . . g
Con el diagrama de signos se infiere que la
& funcién presenta la siguiente curvatura:
Positiva en los intervalos:
4 (_°° ;O) [] (0,1) [] (3, °°) Negativa en
FOO= At 4 B 2 el intervalo: (1 , 3 )
x| En la grafica se puede corroborar lo obtenido en el
-2 2 4 diagrama de signos.
-2 e . , .
La gréfica también nos deja ver que la imagen son
-5,
4 losy=-5
-6
Ejemplo 152:

Hacer la descripcion de la funcién que tiene como ecuacién: f(x) = x* —4x® + 4

Solucién:

Dominio: Todos los reales
Imagen: Segun la ecuacion la variable x siempre serd positiva, luego la imagen seran los reales no

negativos.
Monotonia: La funcién no tiene monotonia, ya que presenta crecimiento y decrecimiento.

Simetria: f(—X) =(-X)* —4(-X)* +4=x" -4x* +4 Se observa que f (-x) = f (x), luego la funcién tiene
simetria par, asi es simétrica respecto al eje y.
Gréfica: Identifiquemos los ceros. f(X)=x* —4x*> +4=(x*-2)* =(x* - 2)(x* - 2)
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F(0) = (¢ = 2)(x* =2) = (x = V2)(x+2)(x = V2)(x +/2)
Como el polinomio es de grado cuarto, se tienen cuatro ceros. Con ayuda del diagrama de signos,
podemos identificar la curvatura de la grafica.

R I i et e SR S i o o e

(FH'-uE] ___________ | I
—-2 4z
—-2 )

(x+~2) ————— e S e
— /2 4z

(I_-\J‘E:l _____________ - I+++++++++++++
—~f2 2

PRDDUCTO ++++++++++-II-++++++++++++++++++++++I++++++++++++++
-2 42

La grafica, nos corrobora que la imagen de la funcion son los reales no negativos; ademas, que la

funcion es positiva, ya que en el diagrama de signos el producto es positivo en todo su recorrido.
_ v _

- 15

-1

=18

Ejemplo 153:

Dada la gréfica, identificar las caracteristicas de la funcion.

3a

za

1

corroborar la solucion con el tutor.

Ayuda: Es una funcién de cuarto grado.

Hacer el ejercicio con el pequeiio grupo colaborativo y
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5. Funcién Racional:

El cociente de dos nimero enteros origina una namero racional, analogamente, el cociente de dos
polinomios originan las funciones racionales.

DEFINICION:

Seaf(x) :%, donde q(x} 0 a f(x) sele denomina funcion racional.
q(x

El dominio de la funciones racionales son todos los reales excepto aquellos que hagan a q(x) = 0.
Respecto a la imagen, depende del tipo de funcion, ya que cada una tiene sus particularidades, al
igual que la monotonia y simetria. La gréafica es una funcién racional se puede hacer identificando las
caracteristicas descritas, pero ademas el limite hasta donde puede llegar la curva segun las
restricciones del dominio y la imagen. Los limites de las curvas se pueden identificar por medio de las
llamadas Asintotas.

ASINTOTA: En términos muy sencillos una asintota es una recta que limita la curva de una funcion
racional. Podemos decir que la Asintota es como la Cebra que hay en los seméaforos en donde no
debe estar el carro cuando éste esta en rojo. La Asintota es la cebra donde no puede estar la curva,
solo muy cerca.

Las Asintotas son de tres tipos al saber:

Asintotas Horizontales : Se dice que la recta y = ¢ es una asintota horizontal de la funcion f(x), si se
cumple alguno de los siguientes enunciados:

f(x) - ¢* Cuando X — *00 o f(X)»c Cuando X — %00

Lo anterior significa, que la funcién f (x) tiende a c por la derecha (c*) 6 por la izquierda (c) cuando x
tiende a mas 6 menos infinito.

=27 6
e y=7iix)
Cuancio 4
X —-00
2
8 -6 -4 -2 2 4

N

Asiniota Horizontal

La gréfica anterior muestra que f (x) tiende a menos dos por la derecha, cuando x tiende a menos
infinito.

En la siguiente gréfica se puede observa que la funcion f (x) tiende a cero por la izquierda, cuando x
tiende a mas infinito.
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Je) =0

Cuando

r—tw

1 2 3 4

Aaintota Horizortsl

Asintotas Verticales : Se dice que la recta x = a es una asintota vertical de la funcion f(x), si se
cumple alguno de los siguientes enunciados:

+ -
f(X) - #0 Cuando X - @ o0 f(x) - o Cuando X — @

Lo anterior significa, que la funcién f (x) tiende a mas o menos infinito, cuando x tiende hacia a por la
derecha o por la izquierda.

v 12
%/ﬁ/
x=-2 e
-2 -1 1 2 2
-1
J{x) ——oo
Lzintotas Wertical _2 CrLanco

x ==z

-3

-4

En la grafica anterior se puede observar que cuando x tiende a menos 2 por la derecha, la funcion
f (x) tiende a menos infinito.

Asintotas Oblicuas : Cuando una recta es asintota de una curva, pero dicha recta no es vertical
tampoco horizontal, se dice que oblicua.

p(X)
f(x)=—"-=
a(x)
g(x)esn-1 entonces f(x) tendrd una asintota obli@&dormay =ax + b.

Es una funcion racional, donde el gradpd x ) esy el de

. , , , ] X
El trabajo consiste en saber como hallar dichas asintotas, veamos: f (X) :%, como el grado de
q(x

p(x) es uno mayor que el grado de g(x).
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Al hacer la division: —— X) + —— Donde h (x) = ax + b; es decir, una ecuacion lineal, R es el

q(x) q(x)

residuo. Luego, cuando X — *oo entonces

(

R) ~ 0 luego: N(X) - ax+Db por consiguiente

la asintota oblicua sera la ecuacion y = ax + b, obtenida al hacer la division entre los polinomios de la
funcion racional.

'Y'
15
P
7 g(x} 1@
=ar+h
< y
x
-15 5 10 15
-5
Asintota Oblicus
-10
Ejemplo 154:
3
0 - X*—-12
Describir la funcion: f(x) =—;
X" —4

Solucién:

Dominio: Todos los reales diferentes de 2 'y -2

Imagen: Todos los reales

Monotonia: La funcién no es mondétona, ya que crece y decrece en su dominio.

Simetria: Al reemplazar x por — X, no se presenta el caso de funcién par tampoco impar.

Asintotas:

HORIZONTALES: No tiene ya que no se cumple ninguna de las opciones para este tipo de asintota.
VERTICALES: Se presentan varios casos:

Cuando X —» 2" entonces f(x) - —o

Cuando X - 2~ entonces f(X) - +co
Por otro lado:
Cuando X - —2" entonces f(X) — +o

Cuando X - =2~ entonces f(X) - —
Por consiguiente se presenta asintota verticalen x =-2 y x = 2.
OBLICUAS: Cuando se hace la divisién de la expresidn racional, se obtiene una ecuacion lineal de la

forma y = x.
Gréfica:
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Asintotas Werticales

-15 -1 -5

B girtota Ohlicus

_ x* -1z
16 f(x)—x2_4

Ejemplo 155:

iy 3 . :
Para la funcion: f (x) =—2 Hacer la descripcion correspondiente.
X —

Solucion:

Dominio: Todos los reales diferentes de 2
Imagen: Todos los reales diferentes de cero.

Monotonia: La funcién no es monétona, ya que en su dominio crece y decrece, lo veremos en la

gréfica.
Simetria: Si reemplazamos a x por —x en la funcién, no presenta ninguna de las alternativas de
simetria.
Asintotas:
HORIZONTALES:
Cuando X — +oo, entonces f(X) -3 .3 - 0".

0w—2 o0

3 _

Cuando X — —o, entonces f(X)=———=— - 0.

—00—2 -0

Asi se presenta una asintota horizontal eny = 0.

VERTICAL:
Cuando X — 2" entonces f(X)= +3 :% ~ +00
2"-2 0
_ _ 3 _3
Cuando X — 2~ entonces f(X)=———=— - —o
22-2 0

Asi se presenta una asintota vertical en x = 2.
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Grafica:

Azintote Horizortal

[*————— Asintcta Wertical

La funcién no presenta asintotas oblicuas, jReflexionar porqué!

6. Funciéon Radical:

Cuando el polinomio que describe la funcidén esta dentro de un radical, se le llama funcién radical.

DEFINICION:
seaf(X) =Y p(x) parar>2 y ne Z' Se dice que es una funcion radical.

El dominio de este tipo de funciones son los reales; segun los siguientes casos:

Para n = Par: p(x) 2 0. La imagen son los reales positivos.

Estas funciones por lo general son mondétonas y no simétricas.

Para n = Impar: p(x) puede ser positivo 0 negativo. La imagen también puede ser positiva 0 negativa.

Ejemplo 156:
Dada la funcion f(x) =+/x+ 2 Identificar sus caracteristicas.

Solucion:

Dominio: Como x + 2 2 0, entonces x = - 2. Asi el dominio son los reales mayores o iguales a menos
dos.

Imagen: Los reales no negativos.

Monotonia: La funcion es creciente ya que para un X; < X, f(X;) < f(xy)

Simetria: Reemplazamos x por — x.  f(=X) =J-x+2=—-Jx-2, no hay simetria, ya que no se
cumple f(-x) =-f (x) tampoco f (-x) =f (x).
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Grafica:

Fixy=~x+2

Ejemplo 157:

Describir la funcion: f (X) = /X
Solucién:

Dominio: Todos los reales.

Imagen. Todos los reales
Monotonia: La funciones es creciente.

Simetria; f (—X) = V=x =-3x se cumple que f (-x) = - f (x). La funcién es impar, luego es
simétrica respecto al origen de coordenadas.

Gréfica:
2
fm=3r |
6 -4 ~2
-1
-2
Ejemplo 158:

Analizar la funcion: f(x) = ,/i
Xx—4

168



Solucién:

Dominio: Son todos los reales para los cuales

<4 >0 Como el numerador siempre es positivo,
entonces el que determina el valor que puede tomar la variable x es el denominador, asi: x — 4 > 0,
luego x > 4. El dominio son todos los reales mayores que 4.

Imagen: Para este tipo de funcion se sabe que son los reales no negativos, pero para este caso como
X — 4 solo puede ser estrictamente mayor, entonces la imagen seran los reales positivos.

Monotonia: si se tomas dos valores de x, digamos x; =5 y X, = 6, al reemplazar en la funcién se
puede observar que f(x;) > f(x,), luego la funcidn es decreciente, por consiguiente es mondétona.
Simetria: Esta funcion no es simétrica, ya que no cumple que f (-x) = f (x), tampoco f (-x) = - f (x).
Asintotas:

HORIZONTALES:

Cuando X — +co, entonces. f(X) :wfi -0
-4

Asi se presenta una asintota horizontal en y = 0.

VERTICAL:

Cuando X — 4" entonces f(X) :1/4+1 1" +oo

Asi se presenta una asintota vertical en x = 4.

Gréfica:
¥
13 Asirtota Wertical
1
Filx= P—
12
11
>

b4 Fa [=3 8

+-1 &.zirtota Harizontal
-2
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EJERCICIOS

Dada la expresion L_lf(l) para x # 1, Hallar el valor de la funcion dada:
X —

1. f (X) =3X Rta: 3
2. f(X) :1_3( Rta: -3

2 fR=X -

Dadas las siguientes funciones, hacer la descripcion identificando: Dominio, Imagen,
monotonia, simetria, grafica.

4. f(X)=x*-4

5. f(X) =x>—5x* +6x
2

6 40)= 7

7. F(X) =-4x+6

g f(X) =x+|x
f(x) =[4x
10. T(X)=3x*+4x-10

[(e]

11. Dadas las funciones f(x) y g(x) cuyas graficas se observar a continuacion, identificar las
caracteristicas de cada una tales como: Dominio, Imagen, monotonia y simetria.

SGO=ax—3

12. Identificar algunas aplicaciones de las funciones polindmicas y racionales en las areas de
Ingenieria, Administracion, Ciencias Agrarias y Ciencias Sociales.
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Leccion Veintiséis: Funciones Transcendentales | £(x) = Log(x® +bx+c)|

Se consideran a las funciones cuyo modelo matematico son expresiones con exponenciales,
logaritmicas, expresiones trigonomeétricas o combinaciones de estas.

FUNCION EXPONENCIAL: Se caracteriza porque la variable esta en el exponente, luego su

descripcion esta bajo los principios de los exponentes. De este tipo se conocen muchas, pero con el
fin de comprenderlas se analizaran algunas.

Funcion Exponencial Base a

Son aquellas cuya base es un numero real positivo y el exponente la variable independiente.

DEFINICION:
Seaf(x)=a*,paraa>0 y&1l. Se define como una funcién exponencial de
base a.

La funcion exponencial tiene las siguientes caracteristicas:

Dominio: Es el conjunto de los reales, ya que la variable x puede tomar cualquier valor real en el
modelo matematico que la representa.

Imagen: Esta en el conjunto de los reales positivos, debido a que para cualquier valor de X, la funcién
no toma valores negativos.

Larelacion: f :R - R”

El Intercepto: Esta funcion corta al eje y en el valor y = 1. La explicacion es que para x = 0, la imagen
siempre esy = 1.

Monotonia. La funcion exponencial es monoétona. Si a > 0 la funcibn es creciente, perosi0O<a
< 1, la funcion es decreciente.

Simetria: Este tipo de funcion no presenta ningun tipo de simetria.

Asintotas: Las funciones exponenciales tienen una asintota horizontal eny = 0.

y )

1 IEF-ES

o
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Todas las funciones de la forma f(x)=a* tiene la misma forma, solo cambia la pendiente de la

curvatura, segun sea el valor de a. Asi hay dos tipos de funciones exponenciales muy particulares,
gue analizaremos a continuacion.

Funcion Exponencial Decimal

Es aquella funcion cuya base en 10, de alli su nombre.

DEFINICION:
Sea f (x) =10*, Se define como una funcién exponencial decimal

La funcién exponencial decimal tiene las propiedades de una funcién exponencial de base a.

Funcion Exponencial Natural

Es aquella funcion cuya base en el nimero de Euler, representado por la letra e.

DEFINICION:
Sea f(x) =e*, Se define como una funcién exponencial natural

El gran matematico Suizo Leonhard Euler obtuvo el numero e desarrollando la expresion
X

1
1+;( —~27182. 3 medida que X - ®
Funcion Exponencial Decimal Funcion Exponencial Natural
¥ ¥
3 3
ot
fe=10t |2 2 /e
1
-3 ) -1 1 . -3 -2 -1 1 2
-1 -1

El numero e es un nimero irracional, pero se ha tomado como la base de la funcién exponencial
natural.

En la grafica, se observa que la funcién exponencial decimal es mas pendiente que la natural.

172



Ejemplo 159:

1 1
Analizar la funcien T (X) = Eex y 9 (x) = Ee X
Solucion:

Todas las propiedades dadas para funcién exponencial se cumplen para estas funciones, solo veamos
las graficas.

1
Xl=—8
g(x) 5

Estas dos funciones son la base de las llamadas funciones hiperbodlicas, que se analizardn mas a
adelante.

Ejemplo 160:
2
— ~—X
Describir la funcion: f (X) =€
Solucién:

Para esta funcion el dominio son todos los reales, pero la imagen esté restringida a el intervalo (0, 1]
Es simétrica respecto al eje y, creciente en el intervalo (—«,0] vy decreciente en el intervalo (0, )

Analizar estas caracteristicas con el grupo colaborativo y luego compartir con el Tutor.

T

fo=e™
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FUNCION LOGARITMICA: El logaritmo es una operacién inversa a la potenciacién, anadlogamente
la funcién logaritmica es inversa a la funcién exponencial. Los principios, leyes y propiedades de los
logaritmos son aplicables a este tipo de funcion.

Antes de comenzar a trabajar con funciones logaritmica, es pertinente recordar algo sobre los
logaritmos. A propésito, John Neper (1.550 — 1.617) fue el primero que dio la definicion de logaritmo,
como la raz6n de dos magnitudes. La palabra est4 asociada a la curvatura de la trayectoria de cuerpos

celestes.

Propiedades de los Logaritmos:

Aunque por estudios previos, todos tenemos algo de conocimientos sobre los logaritmos, en el curso
de Matematicas Basicas, se estudian con detenimiento, pero se considera pertinente hacer referencia
a algunas propiedades de esta operacion.

Inversa y = Loga(x) - a’=x
Suma Log, (x) + Log,(y) = Log, (x* y)
Diferencia X
Log a(X) - Log a(y) = Log a(?)
potencia Log ,(X) “ = kLog , (X)
Raiz Log §/7 = Log—(y)
X
1
Reciproco Log ,(X) = Log .(a)
Nulo Loga (1) o O
Operacion
Opuesta Log a(a)x = g9.(%) = y

Cambio de Base:

En ocasiones se tiene una funcién logaritmica en base a, pero se requiere trabajar una funcion
logaritmica con otra base, para esto existe un principio que permite cambiar la base de una funcion

logaritmica sin que sus propiedades se alteren.

Log , (X)

Log . (x) = Log . (a)
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Demostracion:

Sea y=Ll0g,(X) se desea que la funcién se transforme en una nueva base, digamos b, entonces:

y=Llog ,(x)= a’ =x Aplicamos logaritmo en la nueva base a la Ultima ecuacion:
al=x= Logb(ay) = Logb(x) Por la propiedad de potencia para logaritmo, se tiene:
Log , (x)

Log,(a) = Log, (X i i iene: Y =
) gb( ) gb( ) Despejamos la variable y, se obtiene: Y Log . (a)

Ejemplo 161:

Dada la funcion Y = |092(X) , transformarla a base e.

Solucion:

Ln(x)
Ln (2)

Para el caso a=2 y b =e, entonces reemplazando: |09 2 (X) =

Ejemplo 162:

Trasformar de la base dada a base 4, la funcion y =Log(x)

Solucién:
Log,(X)

Log(x) = —Log 10

Funcion _Logaritmica Base a: _ Lo que diferencia a las funciones logaritmicas es la base, asi se
veran algunas funciones logaritmicas muy particulares.

DEFINICION:
Seaf(x)=Log, &) paraa>0y & 1. Se define como una funcién logaritmica de

base a.

Al igual que la funcién exponencial, la funcion logaritmica tiene algunas propiedades.

El Dominio: Para las funciones logaritmicas, el dominio son todos los reales positivos, ya que el
logaritmo de reales negativos no existen.

La Imagen: La imagen de la funcién logaritmica son todos los reales: R" - R

La Monotonia: La funcién logaritmica es creciente para a > 1 y decreciente para 0 < a < 1. Entonces
la funcién logaritmica es monétona.

Asintotas: Presenta una asintota vertical en x = 0.

Intercepto: La curva corta al eje x en x = 1, pero no corta al eje y.

Asintotas: La funcién logaritmo f(x) = Log(x) tienen una asintota vertical en x = 0.
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F&)= Log,(x)

.

Funcion _Logaritmica Base 10:  Esta funcién se conoce como la funcién logaritmo decimal.

DEFINICION:
Seaf(x) = Log,,(x) =Log & ) Se define como una funcion logaritmica decimg

Como se observa en la definicion, la funcion logaritmica decimal se escribe cominmente como
Log(x), es una de las funciones logaritmicas mas conocidas y utilizadas. Todas las propiedades de los
logaritmos son aplicables a esta funcion.

Funcion_Logaritmica Base e: _ Esta funcién se conoce como la funcién logaritmica natural.

DEFINICION:
Seaf(x) =Log.(x) =Ln &) Se define como una funcion logaritmica natural

Como se observa en la definicién, la funcién logaritmo natural se escribe cominmente como Ln(x),
también es una de las funciones logaritmicas mas conocidas y utilizadas. Todas las propiedades de
los logaritmos, también son aplicables a esta funcién.

Funcion Logaritmo Decimal Funcion Logaritmo Natural
¥ Z

2 ¥
J )= Logy ()= Loglo) f)=Log, ()= Inx)

En las graficas se puede ver que la funcién logaritmo natural es mas pendiente que la funcion
logaritmo decimal. Pero las dos son crecientes en su dominio, también se observa la asintota en x =
0.
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS:

La trigonometria fue desarrollada hace mas de 2.000 afios,
siendo los Griegos sus gestores y el Matematico y Astrbnomo
Hiparco de Nicea (190-120 a d C) uno de sus representantes.
Sus inicios fueron motivados por la necesidad de predecir rutas
y posiciones de cuerpos celestes, para mejorar la navegacion,
el célculo de tiempos y posiciones de los planetas. La
trigonometria se centra en el estudio de los Triangulos, la
palabra se deriva del griego Trigonom que significa Triangulo y
metres de medicion. En esta leccion solo nos centraremos en
el estudio de las funciones trigonométricas, sus principios,
caracteristicas y aplicaciones. En la lecciébn de Trigonometria

se analizaran aspectos de trigonometria analitica.
Hiparco de Nicea
Fuente:astrocosmo.cl/biografi/b-e_hiparco.htm

Sabemos por nuestros conocimientos previos que todo triangulo tiene tres lados y tres angulos;
ademas, que los triangulos rectangulos tienen un angulo conocido.

Los Angulos : En Geometria se estudiaron los angulos, clases, propiedades y demés. Se analizaron
diversas definiciones de angulos, aqui solo se dara una definicibn muy sencilla y particular.

Un angulo se forma cuando dos segmentos de reatarsan en un punto llamadc
Vértice. A los segmentos de recta se le conoceo ¢ado inicial y lado Termina

“ V = Vértice
a = lado inicial
o b = Lado Terminal
v — © = Angulo formado

Se puede decir que un angulo es el “Espacio formado” por los segmentos de recta que se cruzan en
el vértice. Por convencién un angulo es positivo cuando se mide en sentido contrario a las manecillas
del reloj y negativo cuando se mide en sentido de dichas manecillas.

Por lo general para simbolizar los angulos se usan letras
griegascomo @ [ A J entre otras, o letras latinas

= mayusculas A, B, C, otros.

La grafica muestra que el angulo es positivo hacia
arriba y negativo hacia abajo.

Medida de loa angulos: La medida de los angulos depende de la abertura o separacion que
presenten las dos semirrectas. Existen dos sistemas basicos para medir los angulos.

El Sistema Sexagesimal cuya unidad son los Grados y el sistema Circular cuya unidad es el Radian.
Estos tienen referencias, veamoslo en la grafica siguiente.
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Sistema Sexagesimal Sistema Circular

an” T iz

/ 3600 "

270" ETra i

180° //\\ o /\ 0
k k/‘ o

Una vuelta equivale a 360° en el sistema sexagesimal y 21T en el sistema circular.

Existe un sistema de conversion entre los sistemas, segun las equivalencias que se pueden ver en las

gréficas.

Para convertir de radianes a grados:

180

yGrados - (XRadianes )
71

Para convertir de grados a radianes.

XRadianes — E ( Ycrados )

Ejemplo 163:
Convertir 11/3 a grados.

Solucién:

1
Para este caso nos sirve la primera formula. y = —(/) = ﬂ) =60°

Lo anterior significa que /3 equivale a 60°.
Ejemplo 164:
A cuantos radianes equivalen 120°

Solucién:

12n
120%) === ===
18CO ( )= 18

Agui se debe cambiar de grados a radianes. Y =
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Entonces 120° equivalena 2 1/ 3
Ejemplo 165:

Cuantos radianes hay en 420°

Solucién:
7l 42n Tn
= 420%) = == ==
y 18(C° ( ) 18 3
Ejemplo 166:

Cuantos grados y radianes hay en 3 vueltas y media.
Solucion:

Como una vuelta es de 360° y media vuelta es de 180°, entonces tres vueltas y media seré:
3(360°) + 180° = 1.080 + 180° =1.260° en grados.

Para radianes. y = #(1260)) _ 1267

18 =777 Asi 3 vueltas y media equivalen a 1.260° 6 7T

Angulos Notables:  Angulos existen muchos, pero para facilitar el andlisis de las funciones
trigonométricas, se han establecido unos angulos que se les han denominado angulos notables, ya
gue a partir de estos se puede analizar cualquier otro. En el sistema de coordenadas rectangulares, el
primer cuadrante esta comprendido entre los angulos 0 y T1/2. El segundo cuadrante esta comprendido
entre m/ 2 y , el tercer cuadrante entre Ty 31/ 2 y el cuarto cuadrante entre 31 /2 y 21

Los angulos notables se obtienen cuando se divide la unidad en 6 partes, asi se obtienen 6 angulos ya
que 180° / 6 = 30° entonces se obtiene 6 angulos con una medida de 30° cada uno en la parte
superior del plano, de la misma manera en la parte inferior. Otra divisién es en cuatro partes: 180° / 4
= 45° entonces se obtiene 4 angulos con una medida de 45° cada uno.

La siguiente gréfica ilustra dichas divisiones. Las lineas azules muestras las 6 divisiones de la parte

superior y 6 divisiones de la parte inferior. Las lineas cafés muestras las 4 divisiones de la parte

superior y las 4 de la parte inferior. De esta manera se muestran los &ngulos notables en grados.
Angulos Notables Dados en Grados

12.0'3 ap® QDD &0?

1 30 a0
3n?

/

150"

180° o® of

18 260° 3E0°
a — \

210 330"

22 39 50

2400 300°
270"
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Para el caso de radianes, la division es de la forma. 1 / 6, asi cada parte es 1/6 por la parte superior,
igual para la parte inferior del plano. Haciendo la division en 4 partes, se obtiene la razén 1/ 4. Las
lineas azules muestran la division en 6 partes y la linea café muestra la divisién en 4 partes. De esta
manera se muestran los angulos notables en radianes.

Angulos Notables Dados en Radianes

L niz Nz nz
508 inis fnj//_,n.fa
a0
Z0 20
Tne T
MNIe
5Nr4 N4
5043
anis. 3n/z
anig

Resumiendo la construccién de los dngulos notables, en la siguiente tabla se presentan aquellos en
los cuadrantes correspondientes.

Cuadrante / Sistema Sexagesimal Circular

Primer cuadrante 0° 30° 45° 60° 90° 0 m6 ™4 T3 T2

Segundo Cuadrante 120° 135° 150° 180° 2m/3 3m/4 51/6 T

Tercer Cuadrante 210° 225° 240° 270° 7m/6 5m4  4m/3  31m/2
Cuarto Cuadrante 300° 315° 330° 360° 5m/3 7m/4 11m/6 2m

Relaciones Trigonométricas:
Recordando que las relaciones son interacciones entre dos conjuntos, para el caso de trigonometria la

relacion es el cociente entre dos longitudes. Tomando como referencia el triangulo rectangulo, se
puede determinar las relaciones trigonométricas conocidas.

y = Lado Opuesto
iz x = lado adyacente
h = Hipotenusa

6 = Angulo
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A partir de las longitudes de x, y, h se definen 6 relaciones trigonométricas.

Convencion:
sen (@) = Y sen(d) = Seno del angulo
h cos() = coseno del &ngulo
X tan(@) =tangente del angulo
cos( d) = h cot(d) = cotangente del angulo
secfd) = secante del angulo
tan( 6) = Yy csc@) = cosecante del angulo
X

Las tres primeras relaciones se conocen como las principales y las otras tres como las
complementarias. Como las relaciones originan un cociente, se puede inferir que la relacion se da
entre un angulo y un nimero real.

Ejemplo 167:

Sea en tridngulo rectangulo cuyos lados miden x = 4; vy, y = 3, hallar las relaciones trigpnométricas
correspondientes.

Solucién:

Grafiquemos el triangulo correspondiente.

Primero hallamos la hipotenusa, lo que se puede hacer por
medio del teorema de Pitagoras:

h=yx?+y? =432 +42 =/9+16
— “ h=+9+16=25=5

Asi se tienen los valores de las tres longitudes, luego ya se puede definir las relaciones
trigonométricas.

ser(@) = Y Entonces: ser(f) = 3 cscf) = h Entonces: csc@) = S
h 5 y 3
X 4 h 5
cosp) = h Entonces: cos@) = = secf) =— Entonces: secf) = 2
X

tan@) = Y Entonces: tan(@) :g cot@) = X Entonces: cot(f) :g
X y

Se observa que cada relacion tiene un valor real para un angulo.

Reduccion de Angulos al Primer Cuadrante  : Se sabe que los angulos el primer cuadrante van de 0
a 1/2, cualquier angulo mayor a estos se puede reducir a un angulo equivalente del primer cuadrante.
Lo anterior se sustenta en que las medidas de los angulos se hacen respecto al eje x, luego en el
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plano cartesiano y para la circunferencia unidad (radio = 1) siempre habra 4 angulos equivalentes
respecto al eje X, solo que cada uno estard ubicado en cada uno de los cuadrantes. Con la siguiente
situacion se puede ilustrar la reduccion mencionada.

¥ Se observa que los 4 angulos tienen la misma abertura
respecto al eje X, solo que estan en cuadrantes
1508 300 diferentes. Para expresar la abertura en el primer
cuadrante, se debe hacer una conversion.

- v Del segundo cuadrante: 180° - 150°

30" | Del tercer cuadrante. 210° — 180°
Del cuarto cuadrante: 360° — 330°

Generalizando: Sea ® un angulo dado y sea x° el angulo equivalente de @ llevado al primer
cuadrante, para cualquier angulo ® > 11/2 se tiene:

Del segundo al primer cuadrante: x°=180° -4

0 — 0
Del tercer al primer cuadrante: X" =6-180
Del cuarto al primer cuadrante: x° =360° - 4
Ejemplo 168:

Reducir al primer cuadrante: 125° y 225°
Solucion:

El angulo de 125° esta en el segundo cuadrante, luego: x° = 180° — 125° = 55° Entonces el angulo
125° que esta en el segundo cuadrante, es equivalente a 55° en el primer cuadrante.

Para el angulo 225° que esta en el tercer cuadrante 225° — 180° = 45°. Para este caso el resultado
nos indica que 225° ubicado en el tercer cuadrante es equivalente a 45° en el primer cuadrante.

Ejemplo 169:

Reducir al primer cuadrante los angulos 310° y -60°

Solucion:

Para 310° por estar en el cuarto cuadrante: x° = 360° — 310° = 50°

Para el caso de -60°, el valor en el primer cuadrante es 60° (porqué).

Funciones Trigonométricas de Angulos:
Las funciones trigopnométricas son relaciones en las cuales a cada &ngulo le corresponde un Unico

namero real. El dominio de las funciones trigonométricas son todas las medidas de los angulos
agudos, pero segun la funcion definida, el dominio se puede extender a otros angulos.
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Se va a analizar cada funcion, con el fin de identificar sus particularidades, no sin antes resaltar que
estas funciones son periddicas, ya que se repiten cada cierto angulo, es decir:

f(X) = f(X+ p) Para P > 0.

La Circunferencia Unidad y Longitud de Lados de Tri ~ angulo Rectangulo : La circunferencia unidad
es aquella cuyo radio es R = 1. A partir de este principio, se puede conocer la longitud de los lados e
hipotenusa de un triangulo rectangulo, segun el angulo establecido. Hay algunos teoremas que
permiten identificar los valores de los lados de un triAngulo rectangulo para los angulos notables
béasicos: 0, 11/6, 11/4, 11/3, T1/2.

CIRCUNFERENCIA UNIDAD (R=1)

ANGULO DE_0 — 90: (0, r)

Para el angulo de 0° los valores de las coordenadas son:
y =0. Larazon es que en este angulo no hay coordenada vertical.
x = 1. La razon es que en este angulo coinciden la hipotenusa y el lado adyacente.

Para el caso de 90° la situacién es la siguiente:

y = 1. Larazoén es que en este angulo la hipotenusa y el lado opuesto coinciden.
x = 0. Larazdn es que en este angulo no hay coordenada horizontal

ANGULO DE 30 — 60: (1r/6, 1r/3)

TEOREMA:

En un triangulo rectangulo 3060,
la longitud del lado opuesto al
angulo de 30 es la mitad de la

30°
longitud de la hipotenusa. Ny f
_h — 2 _\,2
Entonces: Y = > y X=4h° -y

Demostracion:

La demostracién se deja como ejercicio para que usted estimado estudiante, la investigue, asi se
afianzan de manera mas dinamica los conocimientos.
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Para 30° - Tr/6:

h 1
Para la circunferencia unidad: h =1 Luego: Y = E = E
2
X = h2_y2: 12—£ = 1—3: g:ﬁ
2 4 4 2
1 3
Entonces: = — Yy X = —
y 2 2

Para 60° - Tr/3:

Las longitudes de los dados son al contrario.

X:ly _\/g
2 Y=

Con este resultado, se puede hallar los valores de las funciones trigonométricas para los angulos de
30°y 60°.

ANGULO DE 45: (1r/4)

Por geometria basica sabemos que un triangulo rectangulo con un angulo de 45° tiene sus lados
iguales, ya que el otro angulo también es de 45°

Como x =y, entonces por Pitdgoras:
h=.x*+y? Reemplazando:

v | 1=+ x2 =42x2 =4/2x

1 _A2

Despejando la incognita: X = —= = -

V2

2

N

Por consiguiente: X = y =

Conociendo las longitudes de los lados de un triangulo rectangulo para los &ngulos notables basicos;
es decir, los del primer cuadrante, podemos iniciar el estudio de las funciones trigonométricas.
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FUNCION SENO:

Definida la relacion sen (8), podemos definir la funcion seno como sigue:

f (x) =sen@). Donde x # y al cual le corresponde un namero real.

Lo anterior significa que a cada angulo le corresponde un nimero real.

Dominio: Son todos los reales, ya que la variable puede tomar cualquier valor real.

Imagen: la imagen de la funcion seno esta en el intervalo [-1, 1], ya que el cociente de la relacion
nunca puede superar la unidad. Lo anterior establece que como sen (8) = y/h siendo h 2y, lo maximo
es que h =y, asi el cociente sera 1, pero si h >y, el cociente estara entre 0y 1, siendo 0 cuando y = 0.
El signo negativo se da en los cuadrantes donde el eje y es negativo.

Valores del seno : Para obtener los valores de los angulos notables, utilizamos la definicion de
relacion trigonométrica y las longitudes del triangulo para los diferentes angulos analizados.

ser(H):E:>:> sen0° —%—O Luego: send) =0
sedsd)):?:% serds) = */_/2 7 ser6®) = [/2 @’ ser(90°):%:1

Para obtener los valores de los angulos en los deméas cuadrantes, se tiene en cuenta la equivalencia
entre angulos del primer cuadrante y los otros. Por ejemplo el angulo de 30° es equivalente a 150°,
210° y 330°, solo se tiene en cuenta el valor de y para cado uno. El eje y es positivo en el primero y
segundo cuadrante (I y 1) y negativo en los demas. Como consecuencia se tiene que para la funcion
sen (8), el valor de los angulos en el primero y segundo cuadrante son positivos y en el tercero y
cuarto cuadrante (lll y V) son negativos.

El siguiente cuadro resume los valores notables del dominio y su imagen.

0° 30° 45° 60° 90° | 120° 135° 150° 180° | 210° 225° 240° 270° | 300° 315° 330° 360°
1£f V3 2 1 1 V2 V3 | B2 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Grafica de la funcion sen(x):

1+

|
W
NE
o

Simetria: Para la funcién seno se cumple: sen(-x) = -sen(x), luego es una funcién impar, por
consiguiente es simétrica respecto al origen de coordenadas cartesianas.
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Monotonia: La funcién no es monoétona, ya que presenta crecimiento y decrecimiento a través de su
dominio, como se puede observar en la gréfica.

Periodicidad: Anteriormente hicimos referencia a que la funcion es periddica, el periodo del seno es
2m, ya que cumple: sern(x) = sern(x + 271) Esto significa que la funcién seno se repite cada 21 en las

mismas condiciones.

Propiedades Adicionales: Para x cualquier angulo de la circunferencia unidad.

5 sen(x + 71) = —sen(Xx)
5 sen(x — 71) = sen(x)

) ser(% — X) = cos(x)

FUNCION COSENO:

f (X) = cos@). Donde x 9 y al cual le corresponde un nimero real.

Al igual que en el seno, a cada angulo le corresponde un namero real.
Dominio: Son todos los reales, ya que la variable puede tomar cualquier valor real. (—oo, )

Imagen: la imagen de la funcién coseno esta dada también en el intervalo [-1, 1], ya que el cociente de
la relacion nunca puede superar la unidad.

Como se explico para seno, en este caso es lo mismo. Como cos (6) = x / h siendo h = x, lo maximo
es que h = x, asi el cociente sera 1, pero si h > x, el cociente estara entre 0 y 1, siendo 0 cuando x = 0.
El signo negativo se da en los cuadrantes donde el eje x es negativo.

Valores del Coseno : Para obtener los valores de los angulos notables, utilizamos la definicion de
relacion trigopnométrica y las longitudes del triangulo para los diferentes angulos analizados.

cosp) = E == cosQ°) = % =1 Luego: cosQ’) =1

%5 222

Para obtener los valores de los angulos en los demas cuadrantes, al igual que el seno, se tiene en
cuenta la equivalencia entre &ngulos del primer cuadrante y los otros cuadrantes. Por ejemplo el
angulo de 30° es equivalente a 150°, 210° y 330°, solo se debe tener en cuenta el valor de x para
cado uno. El eje x es positivo en el primero y cuarto cuadrante (I y IV) y negativo en los demas.
Como consecuencia se tiene que para la funcion cos (@), el valor de los angulos en el primero y cuarto
cuadrante son positivos y en el segundo y tercero (Il y Ill) son negativos.

_0_

cosgl’) == cos@s’) = cose0’) = 1/ 2 coseoo)-I-

El siguiente cuadro resume los valores notables del dominio y su imagen.

0

45°  60° 90° | 120° 135° 150° 180° | 210° 225° 240° 270° | 300° 315° 330°  360°

30°
(V3 V21 g |1 V2 8 | s vz g2 B
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
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Grafica de la funcion cos(x):

Simetria: Para la funcién coseno se cumple: cos(-x) = cos(x), luego es una funcién par, por
consiguiente es simétrica respecto al eje y de coordenadas cartesianas.

Monotonia: La funcion no es monétona, ya que presenta crecimiento y decrecimiento a través de su
dominio, como se puede observar en la gréafica.

Periodicidad: El periodo del coseno es 21, ya que cumple: cos(x) = cos(x + 271) Esto significa que esta

funcion; al igual que el seno, se repite cada 21 en las mismas condiciones.

Propiedades Adicionales: Para x cualquier angulo de la circunferencia unidad.

4y COS(X + 771) = —CcOs(X)
4 COS(X — /1) = —Ccos(x)

) cos(/2 - X) = serfx)

FUNCION TANGENTE:

f (x) = tan@). La tangente significa que toca en un punto.

Dominio: Son los reales para los cuales x # 0, asi el dominio seran todos los valores excepto los
multiplos de /2, esto debido a que en este angulo el valor de x es 0, luego el cociente y / x queda
indefinido.

Imagen: la imagen de la funcién tangente son todos los reales.

Valores de la Tangente : Con los mismos argumentos utilizados para seno y coseno, se puede
obtener los valores de los angulos notables.

tan@) =Y == tanQ°) :%:o Luego: tan() :2:0
X
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tan@0’) =—— =—=-—— tan@s° :@ =1

J212

1 .
tan(60°) :M = \/é tan(QOO :6 =ind

e

La funcion tangente es positiva donde el cociente de las variables x e y es positivo; es decir, la
tangente es positiva en los cuadrantes primero y tercero. (1 y IlI)

0° 30° 45° 60° 90° | 120° 135° 150° 180° | 210° 225° 240° 270° | 300° 315° 330° 360°

V3 00
0731*/5 —\/é—l-go glx/éoo—\/é—l——o

Grafica de la funcion tangente:

|
¥ | |
3 | |
| |
2 | | fe=tante ||
l |
|
1 | |
! |
! a =
_ T I by 2o 2T
g Tz
-1 | |
! |
|
_z b
|
|
-3 | Asintotas :
| |

La funcién tangente tiene Asintotas verticales en x = 1/2 y 31/2, para la circunferencia unidad, se
puede observar en la gréfica.

Simetria: Para la funcién tangente se cumple: tan(-x) = - tan(x), luego es una funcién impar, por
consiguiente es simétrica respecto al origen de coordenadas.
Monotonia: La funcién tangente es mondétona, ya que es creciente en su dominio.

Periodicidad: El periodo de la tangente es T, ya que cumple: tan(x) = tan(x + 721) Esto significa que esta
funcion se repite cada 1 en las mismas condiciones.

Propiedades Adicionales: Para x cualquier angulo de la circunferencia unidad.

B tan(% — X) = cot( x)

5 tan@z — x) = —tan(x)
4 tan@ + x) = tan(x)
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FUNCIONES COMPLEMENTARIA:

De esta manera quedan analizadas las funciones trigonométricas principales, en seguida se hara una
descripcion de las funciones complementarias, con el fin de que usted estimado estudiante indague

en diferentes fuentes sobre las mismas, para de esta manera afianzar sus conocimientos.

FUNCION DOMINIO IMAGEN | SIMETRIA | MONOTONIA | PERIODO | ASINTOTAS
Cotangente |x € R,|Los Funcién Es monotona.
donde Reales impar. Decreciente en m x=0
XETY Simetria su dominio X=TT
X # 21 respecto al X=2T
origen
Secante X € R,|(-a-1U Funcion No es
donde [1, ] par. monotona, vya 21 X =T/2
XET2Y Simetria gue crece Yy
X # 31/2 respecto al | decrece en su x = 31/2
ejey. dominio.
Cosecante x € R,|(a-1U Funcion No es
donde [1, a] impar. monotona, ya 21 x=0
XETTY Simetria gque crece Yy X=T1T
X # 21 respecto al | decrece en su X=2T
origen dominio.

Grafica funcion Cotangente:

]Itus F(x)=rcot(x)

Asintotas

Z

2
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Grafica funcion Secante:

S =sec(x) | |

\ | ostiee |
\ | | /
el | | e
| |
e I JT
0 |% |3% 2
2 | |
| |
-4 I |
6 |
- |
|

Grafica funcién Cosecante:

¥ ] | I
| I
1'5 I Jix)=rcsc{x) I
ja | |
| : |
{2 | l
! , || 3},% I| >
: 5] =/ I s : e
-2 asitotas | |
I |
- : !

Los valores de las funciones cotangente, secante y cosecante, se obtiene de la misma manera como
se hizo para las funciones principales.

Veamos algunos ejemplos.

Asi sucesivamente.
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El trabajo consiste en que usted estimado estudiante complete los valores para los dngulos notables
en los cuatro cuadrantes en la tabla propuesta en seguida, utilizando los principios dados en el aparte:
Valores de las funciones trigonométricas:

Cotangente:

0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°

0 3

Secante:

0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° | 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°

1 2J§/3

Cosecante:

0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° | 210° 225° 240° 270° | 300° 315° 330° 360°

o 2
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EJERCICIOS

Hallar el dominio, imagen, monotonia, simetria y un bosquejo de la grafica.

f(x) =2

>, h(X)=3"+2

5 J(X) =

2. T(x) = Log, (4x)
5. h(x) = Log (x + 4)

6. El nimero de bacterias en un cultivo esta dado por la funcién: n(t) = 500e°45¢ Donde t se mide
en horas.

a-) cual es la tasa relativa (TR) del crecimiento de la poblacion de bacterias.

b-) Cual es la poblacion inicial del cultivo

c-) Cuantas bacterias habrd en el cultivo a las 5 horas.

Rta: a-) 445 Bacterias/Hora. b-) Rta: 500 bacterias  c-) 4.744 Bacterias

7. La relacion entre el ingreso anual x y el nimero de individuos y en un pais capitalista esta dado por
la funcién: P(x) = Log(y) — kLog(x) ¢Cuédl sera el nimero de individuos en un pais capitalista donde k

=2y b=12.000, si el ingreso anual es de 10.

Rta: 120
Dados los angulos, hacer la conversion a radianes.
8. 15° Rta: /12
9. 70° Rta: 711/18
10. - 25° Rta: 671/36
11. 480° Rta: 81/3
12. -78° Rta: 1411/90

Convertir a grados los siguientes angulos dados en radianes.

13. 4m/3 Rta: 240°
14. 3m/8 Rta: 67,5°
15. -7m1/8 Rta: 202,5°
16. 71/12 Rta: 105°
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17. - 9m/12 Rta: 225°
Para la siguiente figura, Hallar la longitud del arco y el area del sector circular

18.

= R =8cm.
a=1/4

S

Rta: Longitud S = 6, 28 cm. Area: 25,13 Cm?

19. Para Los triangulos dados, hallar el valor de las 6 funciones trigonométricas, segun el angulo
establecido.

20. Para la funcion f(x) = cot(x), en el intervalo 0 < x < 2, identificar las asintotas horizontales y
verticales, si las tiene.

21. Graficar las siguientes funciones:
a-) f(x) = - cot(x)

b-) g(x) = - cos(x)

c-) h(x) = sen(3x)
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Leccién Veintisiete: Transformacion de Funciones y = af (bx + c)

Las funciones analizadas hasta el momento son las que se podrian consideran las funciones modelos
0 basicas, pero a partir de estas se pueden obtener nuevas funciones modificando o mejor haciendo
ciertas transformaciones a las primeras. Las transformaciones pueden ser de tipo traslacion o
estiramiento.

TRASLACION: La traslacion es un corrimiento que puede sufrir la funcién ya sea horizontal o
verticalmente, debido a que se adiciona una constante a dicha funcion.

Corrimiento Vertical: Sea y = f(x) una funcion, si se adiciona una constante k, de tal manera que la
funcion queda: y = f(x) + k la funcién sufre un corrimiento vertical.

Cuando: K> 0
y=Tfrx)+2
El corrimiento vertical es hacia arriba k unidades a
partir de la funcién base.

Y=T0=]

* | Cuando: K<O0

El corrimiento vertical es hacia abajo k unidades a
-4 partir de la funcion base.

Corrimiento Horizontal : Sea y = f(x) una funcion, si se adiciona una constante p, de tal manera que
la funcion queda: y = f (x+ p) la funcién sufre un corrimiento horizontal.

Cuando: p>0

El corrimiento horizontal es hacia la izquierda p
unidades a partir de la funcion base.

y=T({x+1]
Cuando: p<0
-4 -2 a El corrimiento horizontal es hacia la derecha p
> unidades a partir de la funcion base.
Ejemplo 170:

Sea la funcion y=x> A partir de esta obtener:
a-) y=x>+2

b-) y=(x-2)°

c) y=(x+1)°-2
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Solucion:

a-) De la funcion base y = x3, se le adiciono + 2. A la
funcion, luego hubo un corrimiento vertical 2 unidades

hacia arriba.

b-) Para este caso se adicion6 — 2 a la variable, luego
el corrimiento es horizontal, dos unidades hacia la

derecha.

c-) Para este caso se presenta corrimiento en los
dos ejes.

Horizontal: Un unidad hacia la izquierda, ya que
se adiciono + 1 a la variable.

Vertical: Dos unidades hacia abajo, ya que se
adicion6 — 2 a la funcion.

Ejemplo 171:
Graficar la funcion:
a-) f(x)=[x-4

b-) 9(x) =[X +2
¢) h(x)=[x-2+3

2
y:x3 +2
y=x
1
»®
-2 -1 1
-1
-2
-3
¥
3
y=x
2
1 y=lx=20
-2 -1 1 2
-1
-2
-3
—a
¥
3
2
1 y:xB
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Solucion:

a-) La funcibn base es la funcién valor
absoluto, luego para el primer caso se
adiciona 4 unidades negativas a la variable,
asi hay corrimiento horizontal de 4 unidades
hacia la derecha.

b-) A partir de la funcion base, valor absoluto,
se adiciona dos unidades positivas a la funcion,
luego esta se corre dos unidades hacia arriba;
es decir, sufre corrimiento vertical.

4 »=hl
Flm=l-d

c-) Para este caso, la funcion sufre corrimiento tanto vertical como horizontal.

Vertical: Como se adiciono 3 unidades
positivas a la funcion, entonces ésta sube 3
unidades.

Horizontal: Ademas para la misma funcién
se adiciondé dos unidades negativas a la
variable, entonces ésta se corre dos
« | unidades hacia la derecha.

Y L=

6
}e(x]=|x— 2|+3
4
y=la
4
-4 -2 2 4 6

-2

Ejemplo 172:

Segun la grafica siguiente, identificar la funcién que la describe, de las opciones propuestas.

¥

SIIN
k]

=

0|
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Solucion:

a-) f(X) =cos(x - n)
b-) 9(X) = cos(x + 77)
c)h(x) = sen(x — 7)

Aunque la respuesta esta entre estas, por favor justifiquen ¢ Cual es y porque?

ESTIRAMIENTO: Cuando a una funcion

DEFINICION:

Sea f (x) una funcidén y sea k una constante diferente de cero.

si Y = Kf (X) Lafuncion sufre compresion vertical en k unidades.

Si y = E f (X) La funcién sufre estiramiento vertical en 1/k unidades

Ejemplo 173:

A partir de la funcion valor absoluto: f (X) = ‘X‘ observar los siguientes casos:

2y Y = 2%

by Y =

Solucién:

La funcion base es la funcion valor absoluto.
a-) Se multiplica la funcion por el valor 2, asi la funcién sufre compresion vertical.
b-) Cuando se multiplico la funcién por Y%, ésta se estird verticalmente.

Las dos situaciones se pueden observar en la gréafica siguiente.

2

S

se le antepone un coeficiente, ésta puede presentar
estiramiento o compresion, segun los siguientes casos:

Y
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DEFINICION:
Sea f (x) una funcién y sea k una constante diferente de cero.

si Y= f(kX) Lafuncion sufre compresion horizontal en k unidades.

Si y = f (E X) La funcidn sufre estiramiento horizontal en 1/k unidades

Ejemplo 174:
. y oo f = x? o
A partir de la funcién cuadratica: (X) =X observar los siguientes casos:

ay) Y =2X°

_1.
b)y_EX

Solucion:

La funcion base es la funcion cuadratica.

a-) Se multiplica la variable por el valor 2, asi la funciébn sufre compresion vertical.

b-) Cuando se multiplico la variable por %2, la funcion sufre estiramiento verticalmente.

Las dos situaciones se pueden observar en la gréafica siguiente.

’ /
a ¥
2
_od s
1 y=x2 J”—(EK)
X
-3 -2 -1 1 2 3
-1

Ejemplo 175:

Dada la funcién: f(x) = x> Establecer que ocurre si:

a-) Se multiplica a f(x) por 3
b-) Se multiplica a f(x) por 1/3
c-) Se multiplica a x por 2

d-) Se multiplica a x por ¥2
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Solucion:

a-) La funcién base es la funcion clbica: f(x) =x® Cuando se multiplica dicha funcién por 3, se
presenta una compresion vertical.

b-) Cuando se multiplica la funcién por 1/3, se presenta un estiramiento vertical.

En las siguientes gréaficas se explica los casos presentados.

¥ f
FEy=x
3
Fx) =33
2
1 S =LA
>
-2 - 1 2
-1
-2
-3

¢-) Cuando se multiplica la variable por 2, la funcién presenta una compresién vertical.

d-) Cuando se multiplica la variable por 1/2, la funcion presenta un estiramiento vertical.

¥ ! |
le Fixy=x7 [
= (2x0% —
ta
12 S = (g7
>
—a - > 4
-2
-a
-6

Ejemplo 176:
Para las funciones dadas a continuacioén identificar que tipo de estiramiento presentaron.

a-) f(x)=3senx)
b-) f(X)=sen3x)
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Solucion:

a-) La funcion base sen(x), al multiplicarla por 3, ésta se estira verticalmente.

b-) Pero si multiplicamos la variable por 3, la funcion se encoge horizontalmente.

¥ l3
F = Ssoral X2

12
Flxa = s (5%

. | . )

| i Foxn = sencx

-3

Conclusiones:

A manera de resumen se puede comentar:

Cuando a una funcién base se le suma una constante la funcion se traslada ya sea horizontal o

verticalmente.

Cuando a una funcion base se le multiplica por una constante, la funcién se estira 0 encoge, pero no

se traslada.

REFLEXION:

A toda funcién f(x) se le puede hallar otra funcién que sea su reflejo. La funcién y su reflejo forman

simetria respecto a los ejes coordenados.

Sea f (x) una funcién, entonces -f (x) es el reflejo respecto al eje x.

Sea f (x) una funcion, entonces f(-x) es el reflejo respecto al eje y.

Veamos esta situacion de manera grafica.

¥

2= S

or = — =D

La reflexidn que se observa es con respecto al eje x.
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La reflexién es este caso es con respecto al eje y.
y=i-% 2 y=Jia)

EJERCICIOS

Para Las funciones dadas a continuacion, a partir de la funcion base, identificar cuéles fueron los
cambios presentados y hacer la grafica.

1. f(X)=x*+4

Cf(X) =(x=2)2+3

N

3. 9(x) = |x - 5|
s h(X) =6Vx

5. p(x) =€

6. S = serfx + )
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Leccién Veintiocho: Funciones Inversas y=17(x) = x=1(y)

En las funciones ocurre algo parecido a las operaciones matematicas basicas, donde la resta anula la
suma, la multiplicaciéon anula la division, en este orden de ideas las funciones inversas anulan la
funcion base, se caracterizan porque el dominio e imagen se invierten.

Es importante resaltar que para que una funcion se pueda invertir, ésta debe ser INYECTIVA, la
razon es logica, si se invierten el dominio e imagen, se debe tener cuidado en que no se presenten
dominios donde alguno de sus elementos tengan mas de una imagen.

Definicion: Sea y = f(x) una funcion Inyectiva (uno a uno), la inversa de
f(x) es la funcién f1(x), la cual tiene como dominio la imagen de f(x) y
como imagen el dominio de f(x).

Dada la funcion y = f(x), la funcion inversa se puede expresar de dos maneras

Forma Implicita : X= T (Y)

Forma Explicita : Y = f _1(X)

La propiedad fundamental de invertir funciones: f (f _l(x)) =X« f _l(f (X)) =X

En las condiciones analizadas, se puede inferir que las funciones mondétonas son invertibles, es decir
las funciones crecientes o decrecientes.

Veamos las caracteristicas basicas de las funciones inversas:
Dominio: El dominio de f*(x) es la imagen de f(x)

Imagen: La imagen de f(x) es el dominio de f(x)
Simetria: Las funciones f(x) y f1(x) son simétricas respecto a la rectay = x.

Larectay = x, es el eje de simetria de las funciones f(x) y f™(x).

FUNCIONES ALGEBRAICAS INVERSAS:

Las funciones polindmicas de grado impar, como las de grado uno y tres son inyectivas, las funciones
radicales también son inyectivas, este tipo de funcién es invertible, en general como se dijo
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anteriormente todas las funciones monétonas. Existe un método grafico para identificar si una funcién
es inyectiva, consistente en trazar una recta horizontal en cualquier punto del plano y verificar que
corta a la curva en un solo punto.

\ / x r=glx)
N / : /
\’/ : / g
M= F(x) /
Mo Inyvectiva Invectiva

Se observa que L; corta la curva en mas de un punto, luego f(x) no es inyectiva, para el caso de g(x)
la recta corta a la curva solo en un punto, por consiguiente g(x) es inyectiva.

Ejemplo 177:

Halar la funcion inversa de f(x) =4x-5
Solucién:

Como la funcion es lineal, se puede obtener su inversa. El procedimiento consiste en despejar la
variable x y obtener una nueva funcion donde y es la variable independiente. Veamos:

y=4X-5=>= y+5=4X=>= X = y*s

Asi la funcién inversa sera:

y+5

Forma Implicita: X =

X+5

Forma Explicita: T *(X) =

La grafica siguiente nos muestra el comportamiento de la funcion f(x) y su inversa.

¥
3
2
1 _ x+35
=
/ 1 Fix)=dx—75
>
-2 -1 1 2 3

-1

Eje de Simetria -2
-3
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Ejemplo 178:
Dada la funcion: g(x) = x> Hallar g*(x).
Solucion:

Por la teoria analizada, la funcién tiene inversa, ya que es un polinomio de grado impar. Entonces
despejamos la variable x.

y=x’==3y=x

La inversa es:

Forma Implicita: X = W
Forma Explicita: g_l(X) — \/;

¥ -
Eje de Simetria

Ejemplo 179:
- , - 2
Identificar la inversa de la funcién: f(x) = -1
X e
Solucion:

La funcién es inyectiva, luego tiene inversa.

2 2 2
y=——o= X-l=—o= x=—+1
X= y y

La inversa en las dos formas:

. 2
Forma Implicita: x=—+1

Forma Explicita: f ™(x) = 2, 1
X
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Ejemplo 180:
Determinar la inversa de: g(x)

Solucién:

Despejamos la variable x para obtener la inversa.

y:X—_1 ==Y (X +4) =X-1==3Ky+H4y - x=1==3Ky-x=-4y -1

x-1
3x+4

3X+4
-4y -1
X@y-D)=-4y-1==x= Y
3y-1
Asi la funcion inversa es:
Forma Implicita: x = “4y-1
3y-1
-4x-1 4x+1
Forma Explicita: g *(x) = =
P g () 3x-1 1-3x
Veamos las gréficas.
(x) = x—1
SRR N
-6 -4 -2
//
P
-
P
7
o
e
7

Para comprobar si la inversion de la funcion fue correcta, se puede aplicar la propiedad fundamental:

£{£209)= F(F (%) =x
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- X+5
Apliquémoslo para el ejemplo 177, f (f l(x)) = Tj —5=X+5-5=X

Para el ejemplo 178: g(g _1(X)) = (%/;)3 =X

Se observa que la propiedad se cumple. Como ejercicio de refuerzo, desarrolle lo mismo para los
ejemplos 179 y 180.

FUNCIONES TRASCENDENTALES INVERSAS:

Las funciones trascendentales inversas son muy importantes ya que tienen mucha utilidad en la
integracion, en la solucién de ecuaciones y otras areas.

Funcion Exponencial : Sabemos que la funcion exponencial es inyectiva, por consiguiente tiene
inversa la cual es la funcién logaritmica.

DEFINICION:
sea f(X) :ax, entonces f - (X) - Loga (X)

Demostracion:
A partir de: Y= a” 3=>L0§L(y) = LOEL(aX) 33'—09&()’) =X Expresandola en forma

explicita: Log,(y) =x=>=f _1(X) =Log,(X)

Analizando las funciones exponenciales mas conocidas, la natural y la decimal:

f(x)=e == f (x)=Ln(x)

f(x) =10 == f *(x) = Log(X)

Funcion Logaritmica : Sabemos que la funcién logaritmica también es inyectiva, por consiguiente
tiene inversa la cual es la funcién exponencial.

DEFINICION:
_l _
Sea f(x) = Log, (X), entonces f7(=a"

Demostracion:
o v=L y — ALog() y — , o
A partir de: Y= OQ(X) —>>=a =a —=ad =X Expresandola en forma explicita:

' =x=>=>f*(X)=a"
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Analizando las funciones logaritmicas mas conocidas, la natural y la decimal:

f(x) = Ln(x) == f (x) = &

f(X) = Log(X) =>= f *(X) =10"

Funcion Exponencial Decimal y funcion Exponencial Logaritmica.

Funcion Trigonométrica Inversas : Sabemos que las funciones trigopnométricas no son inyectivas, ya
gue por ser periddicas se repiten cada ciento valor del dominio, por ejemplo la funcion seno se repite
cada 2, la funcién tangente cada 1, asi las demas.

Para poder invertir las funciones trigopnométricas, se hace un andlisis del dominio, haciendo lo que se
conoce como la “Restriccion del Dominio”, que consiste en tomar solo una parte de éste, donde la
funcion sea monétona, ya que de esta manera si se pueden invertir.

Veamos el proceso:

Seno:
& |
// | | Dominio restringido para el seno es:
s _ | _nn
s | f(}‘-) —.S‘é!i(?{:) | 2 ! 2
/ | |
s
i ! . lr En este intervalo la funcion es
|72 | 7 /’ decreciente
| | Y
| e
|
|

Dominio Restringido |
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Dominio Restringido

El dominio restringido para el coseno es:
| [0, 7]
| /]
| x / En este intervalo la funcidn es decreciente
|
| ol
T /
| Datnimio Restringido /
A J{ d
Tangente:
| v 1 i
| |
|| 4 | /i
| / i J G =tanCx) | gl dominio restringido para la tangente es: E 1 E
| 1
l ' «
E3 £ En este intervalo la funcién es creciente

[ S
' |
|
| 1 i
| |

] |
| ] + i

Para el caso de las funciones restantes:
Cotangente: Dominio restringido: (O y 1T ) en este intervalo la funcion es decreciente.

Secante: Dominio restringido (0, T ) excepto 2 En este intervalo al funcion es creciente.

. L m . .. .
Cosecante: Dominio restringido (— ?, ?j excepto 0. En este intervalo la funcion es creciente.

En estas condiciones las funciones trigonométricas se pueden invertir.

Seno Invertido:

Sea f(x)=sen’(x) Se define como la funcion inversa del
seno o arcoseno de la variable x.

Dominio: Son los numeros reales comprendidos: [_ 1,1]
T

Imagen. Los angulos entre {—55}
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Simetria: la funcién sen™(x) es impar, luego es simétrica respecto al origen de coordenadas.

Monotonia: Creciente en su dominio.

Coseno Invertido:

Sea f(x)=cos*'(x) Se define como la funcion inversa del
coseno 0 arco coseno de la variable x.

Dominio: Son los nimeros reales comprendidos: [— 1,1]
Imagen. Los angulos entre [O, n ]

Simetria: la funcién cos™(x) es impar, luego es simétrica respecto al origen de coordenadas.

Monotonia: Decreciente en su dominio.
Veamos las gréficas de estas funciones.

Funcion Seno Inverso Funciéon coseno Inverso
T T
2 1
_ Kr=c0os (X
f(x)=senl(x) f( ) ( )

| 0
-1 1
T
Veamos las otras funciones trigonométricas inversas:
FUNCION DOMINIO IMAGEN SIMETRIA MONOTONIA
tan™(x) (— 00, oo) ( T ﬂj Impar Creciente
22
cot™(x) (~ o0, 00) (0,n) ¢Investigar? ¢Investigar?
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Funcién Tangente Inversa

z
2
Jey=tan™ ()
-3 -2 -1 1 2 3
! oz
2
Funcién Cotangente Inversa
—_— — p. —_—
fG)=cot™ (x)
" " " [J "
-3 -2 -1 1 2 3
FUNCION | DOMINIO IMAGEN SIMETRIA MONOTONIA
— M >1 T T ¢lInvestigar? ¢lInvestigar?
0,—|0|—,
sett) °3)°(57]
CSCl(X) |Xl >1 (_;_T j 0 (0 ;_Tj ¢lInvestigar? ¢Investigar?
2’ 2
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Funcion Secante Inversa

Funcion Secante Inversa

Ejemplo 181:
Hallar y = sen™(1/2)

Solucion:

. mor : .
Lo que se debe hacer es buscar en el intervalo {—55} gue es el conjunto de la imagen del arco

seno, un angulo para el cual el seno vale %2, se sabe que el sen(11/6) es 1/2 , luego:
sen(1/2) = 11/6, entonces: y = /6

Ejemplo 182:

Resolver: y = tan™(1).
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- , T .
Solucion: En el intervalo (_EE] se debe buscar una angulo para el cual su tangente vale 1. El

angulo para el cual la tangente es 1, corresponde a Ti/4 (45°). Entonces: tan™(1) = /4, por
consiguiente y = 1/4

Ejemplo 183:
Hallar el &ngulo o angulos para el cual: y = cos‘l(\/i/z)

Solucién:
El arco coseno tiene como imagen, el intervalo [0, 71 ] Se debe buscar el &ngulo o angulos en este

intervalo donde el coseno vale \/% Se sabe que el coseno de /4 es igual a \/% Entonces:

COS_l (\/EA) = E

4

Ejemplo 184:
Resolver: y=cos™ (1/2) + cot™ (\/§)
Solucioén:

Se debe hallar el arco coseno de Y2y el arco cotangente de \/5

Parael cos'(l/2) :% (Justifique esta respuesta)

- 7l : :
Para la cot l(\/?'3) ZE . Recordemos que para cot™(x) el intervalo de la imagen es (0, 77)

Ahora: y = cos* (1/2) +cot™*(+/3) = 7—37+7—6T = %T Asi: y = /2

Ejemplo 185:

Hallar el &ngulo para los valores dados:  a-) Sen™(0, 05) b-) cos™(0, 9135)
Solucion:

a-) El valor dado Sen™(0,05) se puede hallar a través de las tablas de funciones trigonométricas. El
valor se encuentra asi:

ANGULO VALOR Por interpolacion: x = 2,986 (Compartir con su Profesor el proceso de
2,82° 0,0488 interpolacion)

X 0,05 En el programa D. Se pulsa shift con sin™ se ingresa el valor para este
2,920 0,0506 caso (0,05) la calculadora arroja el valor 2,866 que sera el valor del &ngulo

correspondiente.
b-) Igual que en el caso anterior. cos™(0,9135)

En la tabla corresponde a 24°
Por la calculadora: shift - sin™ (0,9135) = 24,0064°
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EJERCICIOS

De las siguientes funciones determinar si son inyectivas y justificar la respuesta.

1. f(X)=5x-6 Rta: Si
2.9X)=x>+4 Rta: No
3. h(x) :|X| Rta: No

Las funciones dadas a continuacion son inyectivas, hallar la funcion inversa y su dominio.

4. f(x)=10-4x Rta: f‘l(x):—£x+E
4 4
4x a 5x
5. g(x) = Rta: X)=——
900 =¢ 97 (9=
6. I(x)=4-x° Rta: | *(x) =3/x-4
Para cada una de las funciones dadas, identificar la inversa.
eX
7. h(x) = " Rta: h™(X) = Ln(4) + Ln(x)
8 N(x)—Log(ZJrXJ Rta: N7(x)=—2
. - a. =
X 100 -1

Para las funciones dadas a continuacion, graficas la funcién y su inversa.

o f(X)=10>
10. N(X) = LN(4x)
Desarrolle los siguientes ejercicios, utilizando la tabla de funciones trigopnométricas o la calculadora.

Hallar el valor de y para las siguientes funciones.

11. y=sen'(l) Rta: /2
12. y=cos™*(1) Rta: 0
13. y=tan*(-/3) Rta: - /3 = 5m/3
14. y=cot*(+/3) Rta: /6
15. y=sec'(2) Rta: 11/3
16. y=csct(+/2) Rta: /4
17. Hallar cosh™ (2x) Rta: e ¢t
2 2e?
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Leccién Veintinueve: Aplicacion de las Funciones. E

I

Las funciones tienen aplicaciones en todas las areas del saber, por lo cual se desea presentar
algunas de las muchas conocidas, los ejemplos modelos son una motivacion para que con estos y
otros que pueda analizar, estimado estudiante adquiera mucha destreza para resolver problemas con
funciones. Se presentaran casos con funciones algebraicas, exponenciales, logaritmicas y
trigonométricas.

1. ALGEBRAICAS:
Ejemplo 186:

El perimetro de un rectdngulo mide 120 cm. Expresar el area del rectangulo como funcion de la
longitud de su largo.

Solucion:
Perimetro: 2x + 2y = 120
Simplificando: P: x + y = 60
y Despejando y, entones: y = 60 — X
Area del rectangulo: A= x*y
A=x*(60-x) =60x—x2
, A(X) =60 x - X2
Asi queda expresada el area en funcion del largo.
Ejemplo 187:

La relacion entre la temperatura del medio ambiente y la altitud es aproximadamente lineal, para
0 <y <3500 T = grados centigrados (°C) y y = metros. La temperatura a nivel del mar es
aproximadamente 16°C al aumentar la altitud a 1.500 metros, la temperatura disminuye en 7°C.

a-) Hallar T (y); es decir, la temperatura en funcion de la altitud.

b-) Qué temperatura ambiental habra a 2.00 metros de altura.

c-) A qué altitud la temperatura seré de 0°C.

Solucién:

a-) Por las condiciones del problema: T =my+b donde T es la temperatura, m la pendiente de la

recta; ya que es una relacion lineal, y la altitud y, b el intercepto. EIl problema nos describe que para T
= 16°C, y = 0 metros, asi se tiene un punto, con este podemos hallar el intercepto b:

A partir de: T = my +b reemplazamos: 16 = m(0) + b== b =16
Para hallar el otro punto que nos permita obtener la pendiente, el problema también nos dice que
cuando y = 1.500 m. La temperatura disminuye en 7°C, entonces: T = 16°C — 7°C = 9°C.

Luego por la ecuacion lineal: 9 = 1.500m + 16
En seguida calculamos la pendiente, despejando m de la ecuacion anterior:

L _T-b_9-16_ _ 7
y  1.500 1.500

7

Entonces: T=f(y): T = - ——
) 1.50C

y + 16

b-) A 2.00 metros de altura, la temperatura seré:
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7

~1.50¢
C-) A 0°C la altitud sera:
0=- ! y+16 =>=
1.50C

Finalmente: Y =

24.000

(2.000 ) + 16 = 6,67°C

y =16 == 7y =16 * 1500

1.50C

=3.428 57m

Como y esté en el rango que se considero en el planteamiento del problema, el dato es confiable.

Ejemplo 188:

Expresar el area del circulo como funcién del perimetro.

Solucion:

— 2 —
El 4rea del circulo es: A = 7IR y el perimetro P =2nR
La idea es despajar R de la ecuacion del perimetro y reemplazarlo en el area:

Por consiguiente: A(P) =

Ejemplo 189:

2
T

P
277

Un tanque de almacenamiento de liquido tiene forma de cono circular recto, con una altura de 20
metros y radio de la base de 5 metros. Expresar el volumen del liquido en cualquier instante como
funcion de la altura de liquido.

Solucion:

Una gréafica nos ayudara a resolver el problema.

=

—

&

20

Por geometria sabemos que el volumen de un cono circular recto
esta dado por la ecuacion:

v =212
3

Se observa que el volumen depende del radio y de la altura.

El problema consiste en expresar el volumen solo en funcion de la
altura.

En la figura se observan dos triangulos semejantes (estimado
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estudiante detéctelos) Se sabe que cuando hay dos triangulos semejantes, sus lados
correspondientes son proporcionales, segun la figura:

20 _ h _5h _ h

_— = r____

5 r 20 4
Ahora reemplazamos en la ecuacion del volumen:

2 3
V:Zrzhzl(ﬂj h:ﬂh
3 34 48

71
Finalmente: V (D) = Ehs

Ejemplo 190:
Para el ejemplo 197, ¢ A qué altura estara el liquido si el volumen de éste es de 4 m3?

Solucion:

. _ 1 s . . .
Como se conoce la funcién:  V (h) = 48 h reemplazamos los valores y despejamos la incégnita.

V (h) = f?hs 5= 4 = :?m —= h® = 192

192
Despejando altura; N = 3 - = 3,938 m

Ejemplo 191:

El costo de produccion de un articulo esta dado por los costos fijos mas los costos variables. En una
compafiia los costos fijos de produccion son de $50.000, el costo de producir una unidad es de $200
¢,Cuénto costara producir 1.000 unidades?

Solucion:

Costo total = Costos fijos + Costos variables. La siguiente funcion puede expresar matematicamente el
fendmeno. C(x) =K + n(x)

Con los datos dados en el problema:
C(x) = K + n(x) == C(x) = 50.000 + 200 x
Para producir 1.000 unidades, el costo sera:

C(x =1.000) = 50.000 + 200 (1.000) = 250.000

Por consiguiente producir 1.000 unidades costara $250.000

2. EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS:

Existen muchos fendmenos que son explicados por funciones de tipos exponenciales o logaritmicos,
como los presentados a continuacion:
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Ejemplo 192:
En economia una funcion muy conocida es la de interés compuesto. Si se invierten C pesos a un

—_ N\
interés i compuesto anualmente en t afios, el monto P esta dado por: P= C(1+ |)

Un ciudadano invierte $500.000 al 10% de interés anual compuesto. ¢ Cuanto tendra al tercer afio y de
cuanto fue la ganancia en intereses?

Solucién:

Vemos que la funcién que gobierna este fendmeno es una funcion exponencial.
Los datos:

C = $500.000
1=10% =0,1
t = 3 afos

La incognita: P =?
Reemplazando en la ecuacion del monto:

P=C(l+i)' == P =500000(+ 01)°® = 500.000(L1)° = 665500

El monto al cabo del tercer afio es de $665.500. La ganancia en este tiempo fue de $165.500
Ejemplo 193:

En medicina la recuperacién normal de una herida se puede modelar por medio de una funcion
exponencial. Sea A, el area original de la herida y A es el area de la herida después de n dias. Luego

— -035n
la funcion de recuperacién es de la forma: A= Aoe

En un proceso de recuperacion ¢ Cuantos medira una herida a los 3 dias de 1,5 cm? area superficial ?
Solucion:
A = incOgnita

Ay,=15cm?
n = 3 dias

— -035(3) —
Reemplazando en la ecuacién tenemos: A = 1,5€ X = 0,525cnT
A los 3 dias la herida ha disminuido en 0,525 cm 2

Ejemplo 194:

El pH de una solucion quimica esta dada por la funcion: pH :—Log[H+] donde [H*J es la
concentracion de iones hidrogeno en moles por litro. ¢Cual sera la concentracion de iones de
hidrégeno para un pH = 6.

Solucion:

A partir de la ecuacion, se despeja [H +J reemplazando el valor del pH.
6=-LogH"] == 6= Log/H ‘| =>=10° =104l
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Por operaciones inversas: 10_6 - 1OLog[H +] == [H +] = 10_6

Luego para un pH de 6, la concentracién de iones hidrégenos es de 10 °

Ejemplo 195:

Una solucién tiene una concentracion de 2X10~2 iones hidrégeno, cual sera su pH.
Solucion:

Con el grupo colaborativo, muestren que dicho pH = 7,698

Ejemplo 196:

La escala de Richter permite medir el nivel de los sismos, dicha funcién est4 dada por una ecuacion
donde Ila medida Richter depende de la intensidad minima y la intensidad en un instante dado.

o

R = Nivel Ritcher

lo = Intensidad minima

| = Intensidad en un instante dado.

En un sismo la intensidad fue de 500 veces la intensidad minima, ¢,cual sera el nivel de Richter?

Solucién:
500,

Como | =500 I, entonces: R= Log[ j =Log (600 = 2699
0

Cuando la intensidad de un sismo es 500 veces la intensidad minima el nivel Ritcher es de 2,699
Ejemplo 197:

En un sismo la intensidad minima es |y, si el nivel de Ritcher es de 4,5 ¢ De cuanto fue la intensidad de
dicho sismo?

Solucién:
Con la ecuacién de R, debemos despejar la intensidad |, entonces:

R= Log(ll—] —=10F ZII—:>:> | =1,10%

0 0

— 45 —
Reemplazando los datos: | = 1,10 == 1 =1,(31.622,77)
Para dicho sismo la intensidad es 31.622,77 veces su intensidad minima.

Ejemplo 198:

El nimero de bacterias en un cultivo esta dado por la funcion: n(t) = 500e°4>¢ Donde t se mide en
horas.

a-) cual es la tasa relativa (TR) del crecimiento de la poblacién de bacterias.

b-) Cual es la poblacion inicial del cultivo

¢-) Cuantas bacterias habra en el cultivo a las 5 horas.
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Solucioén:
a-) TR = nltz)~nty) Donde:t;=1Hr. y t,=2Hr.
ty—t

1
n(t,) = 500e%45 = 1.229,80 y n(t;) = 500e%%° = 784,156
%78“56 = 445,64 ~ 445 bacterias/Hr
b-) Poblacién inicial: n(t = 0) = 500e°4%(® = 500 bacterias
c-) n(t = 5) = 500e%45G) = 500e22° = 4.743,87 ~ 4.744 bacterias

Finalmente: TR =

Ejemplo 199:

Una sustancia radioactiva se desintegra de tal forma que la cantidad que permanece después de t
dias esta definida por la funcion: m(t) = 13e~%%15 para m (t) en kilogramos.

a-) Hallar la masa inicial de la sustancia.

b-) Qué cantidad de masa hay a los 20 dias.

c-) En qué tiempo la masa sera de 5 kg.

Solucion:

a-) Para la masa inicial: t = 0, entonces: m(t = 0) = 13e~%015(®) = 13 |nicialmente hay 13
kilogramos.

b-) m(t = 20) = 13291520 | yego: m = 13e—%% = 9,631 kg.

c-) m(t) =13e79015¢  Reemplazando: 5 = 13e~%%15t Entonces: 0,385 = e~%%15tAplicando
operacion inversa: Ln(0,385) = Ln(e~%%15t) Entonces: -0,955 = -0,015t, despejando la variable: t =
63,67 dias.

3. TRIGONOMETRICAS:

La trigonometria sirve para solucionar problemas en muchas areas del saber. La Astronomia, la
Fisica, la Geografia y otras se sirven de la trigonometria para resolver diversidad de problemas.

Las herramientas para trabajar problemas con trigonometria son conocer claramente el Teorema de
Pitagoras, buenos principios de funciones trigonométricas, una calculadora cientifica para acelerar los
calculos; ojo NO para simplificarlos. Es pertinente que todos los célculos se planteen metédicamente
para comprender el problema y su solucion sea la pertinente.

Ejemplo 200:

En un triangulo rectangulo el lado adyacente mide 10 cm. y el opuesto mide 20 cm. Hallar las medidas
de los lados y de los angulos.

Solucioén:

Una grafica nos ayuda para la solucion. £

Para hallar el lado h es decir la hipotenusa, por el teorema de h
Pitagoras. h® =x* +y? 20

Reemplazando: h* = (20)* + (L0)> = 400+100=500

h? =500 =>= h =+/500 = 22 36cm. e
Para hallar el angulo &', por medio de la funcion seno se puede 10 !
obtener:
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Para hallar el &ngulo, aplicamos funcién inversa: sen'[sefia)] =sen' (08945 =>=a = 6344

Para hallar el angulo B se puede hacer de dos formas:
10 20

- =——=04472 5 =——=0,8945
) ser(f) 2236 ) cos(B) 2236
Aplicando funcion inversa:
sen'[sen(B)] = sen™ (0,4472) ¢ COS ‘[cos( B)] = cos " (0,8945)
[ =sen™(0,4472) = 26 56° 6 [ =cos '(0,8945) = 26 55°

Vemos que el valor es semejante, ya que estamos midiendo en mismo angulo.

- ) Como la suma de los angulos internos de un triangulo debe ser 180 ° entonces por diferencia:
90° + 6344° + B=180° =>= £ =180 - (90° + 6344°) =2656°
Los resultados son iguales.

Ejemplo 201:

Se requiere disefiar un tobogan como lo muestra la grafica, calcular la longitud del tobogan segun las
especificaciones dadas.

25°
| 100m |

Solucion:
Dividamos el problema en 3 partes:

1)) La parte mas alta.

Por la funcién seno:

h
35t M 20 20 20
350) === = =
g SN = EE N S e T 057357

La longitud de la primera parte del tobogan es de 34,87 metros.

= 3487m

/ X Ahora se debe determinar cuéanto recorre en longitud horizontal, es decir
cuanto vale x:

cos(35°) = ﬁ == X = 34 87 cos(35°) = 28 56m
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Lo que se recorre en x; es de 28,56 metros.
2.) La parte més baja.

Por la funcién seno:

u]
237y sen(25°) = B o h, = 15 — = 15 35,49m
15 h, sen(25°) 0,4226
La longitud de la tercera parte del tobogan es de 35,49 metros.
/ ',

El recorrido en determinar cuanto recorre en longitud horizontal, es decir cuanto vale x:

cos(25°) = ﬁ:: x = 35,49 cos(25°) = 32,165 m

Lo que se recorre en X, es de 32,165 metros.

3.) El recorrido total del tobogén ser& las dos inclinaciones més la parte horizontal, para hallar la
parte que recorre el tobogan horizontalmente (x,), debemos restan los recorridos horizontales de la
parte alta y baja al toral de la longitud horizontal:

X = 100 — (28,56 + 32,165) = 39,275 metros

La longitud total del tobogan sera: 34,87 + 35,49 + 39,275 = 109,635 metros

Ejemplo 202:

Un nifio eleva una cometa que esta a 60 metros de altura y éste no puede soltar méas cuerda.
El &ngulo que la cuerda hace con el piso es de 30 ° ¢ Cuanta piola tenia el nifio?

Solucién:

Con un gréfico nos orientamos:

La pregunta es hallar h en la grafica.
La funcién seno es adecuada para resolver el
h problema.

B0 y

serna) ==
h
Reemplazando:
z0°
: sen@0’) =0 h=— 99 - 0045,
% h sen@0”) 1/2

El nifio solo tenia 120 metros de piola para elevar la cometa.
ANGULO DE ELEVACION :

Cuando un observador ubicado en un punto dado, observa un objeto que esta a mayor altura que la
visual de éste, el angulo formado se le conoce como angulo de elevacién.
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S = Observador
O = Objeto a observar

B = Angulo de elevacién.

Ejemplo 203:

Un observador que tiene 1,70 metros de altura, esta a 50 metros de una iglesia, el &ngulo de elevacion
a la punta de la torre de la iglesia es de 25° ¢Cudl seré la altura de la iglesia?

Solucién:

55"

I

5
1

a0 m

;:

ser(f) = % —= y =hser(f)

1.70m

La incognita es . Primero calculamos la
hipotenusa, por medio de la funcion coseno:

cos(B) :%

Reemplazando:

cos(B) = E == cosR5’) = %’

Despejamos h, entonces:

_ 50 = 50 - 5517
cos@5’) 09063
Como ya conocemos h, ahora si podemos hallar y:

Reemplazando: Y = hser() =5517sen(25°) =5517x(0,4226) = 23315

La altura de la iglesia es de 23,315 metros + 1,70 metros = 25,015 metros

ANGULO DE DEPRESION:

Es el formado por la visual y la horizontal, cuando el observador esta a mayor nivel que el objeto

observado.

0

S = Observador
O = Objeto observado

B = Angulo de depresion
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Ejemplo 204:

Un futbolista esta a 3,15 metros del baldén, el angulo de depresion es de 30 ® ;Cudl sera la estatura
del futbolista?

Solucioén:
y = Altura del futbolista.
f=30 . : i
Futholizta 1 Primero se debe hallar la hipotenusa, es decir la
ki distancia entre el futbolista y el balén, lo que se
| puede hacer por funcién coseno.
[ X
¥ cos(B) =
ll Reemplazando:
| v Balan COSGOO :_3’15 e :—3150 = 3637
b ' o h cos@0”)

Para hallar la altura del futbolista, usando la funcién seno del angulo, despejamos y:
ser(3) = % —= y = hser() = 3637sen30°) =18185

El futbolista tiene una estatura de 1, 8185 metros.
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EJERCICIOS

Resolver los siguientes problemas utilizando todos los principios aprendidos en esta tematica tan
interesante. Si requiere de dibujos por favor utilizarlos.

1. Dado un cubo de lado |, expresar el volumen de cubo como funcion del area de la base.

Rta: V :\/E

2. Para la grafica dada, el perimetro P corresponde al total de la longitud, los dos triangulos son
iguales. El area total es de 4.000 m?. Expresar el perimetro en funcion de la longitud x.

12000

Rta: P(X) =2x +

3. El crecimiento de un bebe de méas de 84 dias de gestacién esta dado por la expresion:

L (t) - 1152t - 6:8 donde L es la longitud en centimetros, t el tempo en semanas. ¢ Cual sera
la edad de gestacion de un bebe cuya longitud es de 35 cm?

Rta: t =27, 5 semanas

4. Un jugador de fatbol tiene un record de goles dado por 8 goles en 17 partidos.  El jugador fue
alineado en 180 juegos manteniendo el record de goles.
a-) Expresar el numero de goles como funcién del nimero de alineamientos donde patrticipo el
jugador.
b-) Cuantos goles anoto en la temporada de los 180 partidos.

Rta: a-) G(I) :1—87I b-) 85 goles

: . , - it
5. La tasa de interés compuesto esta dado por la expresion: A =ce
Donde: A = cantidad acumulada a los t afios. C = capital inicial, i = interés anual, expresado en tanto
por uno y t = afios de C invertidos.

Resolver las siguientes preguntas:
a-) Si depositamos $1.00 al 33 / 4 de interés anual, ¢Cual sera el saldo a los 5 afios de hacer el
ahorro?

Rta: A = $1.510,59

b-) En cierto tiempo t, la cantidad acumulada es de $10.500 el capital ahorrado fue de $8.500 y el
interés fue del 9,2% ¢ Qué tiempo transcurrié para obtener la cantidad acumulada?
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Rta: t = 2,3 afos

c-) Después de 4 afios de depdsito, un capital presenta una cantidad acumulada de $26.300 al 7,8%
anual. ¢ De cuanto fue el depdsito inicial?

Rta: ¢ = $19.252

6. Un salvavidas esté en su torre de observacion a 20 metros del altura. Una persona implora su ayuda
con un angulo de depresion de 35° ¢ A qué distancia de la base de la torre esta la persona que solicita
ayuda?

Rta: x = 28,56 metros

7. Un poste de 35 metros de altura debe ser apoyado por un alambre que lo fije a tierra. Si el alambre
forma un angulo de 52 ° con la horizontal. ¢ Cuél sera la longitud del alambre?
Rta: h = 44,42 metros

8. Una persona de 1,62 metros, proyecta su sombra de 1,15 metros a lo largo del suelo. ¢ Cual sera el
angulo de elevacion del sol sobre la sombra?

Rta: = 54,630

9. Un cohete se dispara y éste sube a un angulo constante de 70 ° hasta llegar a una distancia de
12.000 metros. ¢Qué altitud alcanzo el cohete?
Rta: y = 11.276,31 metros
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CAPITULO CINCO: TRIGONOMETRIA ANALITICA

INTRODUCCION

En el contexto que se va a trabajar, cuando se hable de Trigonometria se hace referencia a el analisis
del triangulo.

Analizadas las funciones trigonométricas, es importante profundizar éstas tematicas en la medida que
son necesarias para afianzar los conocimientos en este campo, tales como las identidades y las
ecuaciones trigonométricas, cuyos conocimientos fortalecerdn las competencias cognitivas muy
importantes en el campo de las Matematicas, insumos para cursos posteriores y una herramienta para
la vida profesional de Ingenieros, Administradores, Agronomaos, Zootecnistas y otros.

En primera instancia se estudiaran las identidades fundamentales, obtenidas a partir de los principios
de la circunferencia unidad, haciendo las demostraciones basicas, dejando las demas como trabajo
de investigacion para que los estudiantes sean participes de su formacion, esto es muy interesante. A
partir de éstas, se desarrollaran identidades diversas. Posteriormente se trabajardn sobre unas
identidades muy especificas llamadas ecuaciones trigonométricas, las cuales son muy importantes en
el @mbito de la trigonometria y del mundo de las Matematicas.

Una vez obtenida una buena profundizacion de las teméticas, el siguiente paso sera la transferencia,
la cual se presenta por medio de diversas aplicaciones en diferentes campos, a través de ejemplos
modelos, los cuales dejan ver los alcances de la trigonometria. Es pertinente analizar cada ejemplo,
su planteamiento y su solucion, con el fin de poder llevar la misma estructura a diferentes contextos.
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Leccién Treinta:  Identidades Trigonométricas _

En trigonometria existen unas ecuaciones muy particulares a las cuales se le llama identidades
trigonométricas, dichas ecuaciones tiene la particularidad que se satisfacen para cualquier angulo.
Dentro de este contexto se analizaran varias clases de identidades, las basicas, las de suma y
diferencia, las de angulo doble y las de angulo mitad.

IDENTIDADES BASICAS:

Dentro de las identidades basicas se presentan 6 categoricas, las cuales analizaremos a
continuacion:

1. Identidad Fundamental: Partiendo del teorema de Pitagoras, la relacion de los lados del tridngulo y
el circulo trigonométrico, se puede obtener dicha identidad.

serf(x) +cos(x) =1

Demostracion:

A partir del circulo trigopnométrico unitario.

h = 1. Se esta trabajando con la circunferencia unitaria. (R = 1)
Teorema de Pitagoras: x> + y® = h?

& Por definicion de relacion trigonométrica:

* y
sen(a) = h =>=serna)=y

cos@) = E == cos@) = X

Si reemplazamos a x e y en la ecuacion de Pitagoras tenemos:
x> +y? =h? =>= serf(a) + cos (a) =1°
Finalmente: serf(a)+cos (a) =1

2. Identidades de Cociente: Estas se obtienen por la definicion de las relaciones trigonométricas

*) tan(@) = sena)
cos@)
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Demostracion:

Se sabe que: sen(a) = % y cos(a) = % Si dividimos sen (a) en cos(a) se obtiene: y;:]l =Y
X X
Por definicion: - = tan(a) Asi: sen(a) = tan(a)
X cos(a)
b- cos(a
) cot(a) = cos(a)
sen(a)

Demostracion:

Con los mismos argumentos utilizados para la tangente, solo que en este caso el cociente es coseno
sobre seno.
x/h _ X ., X . cos(a)

= — Por definicion: — = cot(a) Asi ———= = cot(a)
y/h 'y y sen(a)

3. ldentidades Reciprocas: Se les llama de esta manera debido a que a partir de la definicion, al
aplicar el reciproco, se obtiene nuevos cocientes.

a- 1
) Sen(a) = M CSC(O') -
Reciprocamente sena)
Demostracion:
Como ser(a) :% Entonces aplicamos el reciproco: 1 _ 1 1 _h

serfa) % -z serfa) vy

h ’ . Ve
Se sabe que g¢q)=1 Asilas funciones senoy cosecante son reciprocas.

y
b-)
1 1
cos(a) = ————| Reciprocamente sec(a) = ———
sec(a) cos(a)
Demostracion:
Como ejercicio para realizar con el grupo colaborativo.
c-) 1 1
tan(a) = ——— . cot(g) = ———
(a) cot(a) Reciprocamente (a) tan(a)

Demostracion:

Como ejercicio para trabajar con el grupo colaborativo y compartir con el Tutor.
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4. ldentidades Pitagoricas: a partir de la identidad fundamental y las identidades de cociente, se
obtienen otras identidades llamadas pitagoricas. Aunque varios autores llaman a la identidad
fundamental también pitagorica.

*) ltan’(a) +1=sed(q)

Demostracion:

A partir de la identidad fundamental serf (&) + cos’(a) =1, dividimos toda la expresion por cos (a),
entonces:

serf(a) N cos(a) . 1
cod(a) cof(a) cod(a)

== tan’(a) +1=sec (a)

) |cot’(a) +1=csc(a)

Demostracion:

De la fundamental, dividimos por serf (@), entonces:
serf(a) N cos(a) . 1

serf(a) serf(a) serf(a) == 1+cot’(a) =csc(a)

5. Identidades Pares - Impares: Cuando se definié la simetria de las funciones trigonométricas, se
hizo referencia a las funciones pares e impares, de este hecho se obtiene las funciones pares e
impares.

Pares: |COS(—a) =cos(a)|y |secfa) =secq)

Impares sen(—a) = —sen(a) tan(-a) = —tan(a)

cot(—a) = —cot(a) csc(—a) = —csc(a)

6. Identidades de Cofuncion: Cuando a 11/2 se le resta un angulo cualquiera, se obtiene la cofuncion
respectiva.

a-)

ser(% —a) =cos(@) cos(g -a) =sena)

b-) tan(% —a) =cot(a) cot(g -a) =tan(a)
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7. Identidades Inversas: Cuando a 11 se le suma o resta un angulo cualquiera, se obtiene la funcion
pero con signo contrario, veamos los casos siguientes.

) [sen(n-a)=sena) sen(nn +a) = -sena)

b-) |cos(—a)=-cos(@) cos(n +a) =—-cos(@)

c) |tan(m—a) = —tan(a) tan(z + a) = Investigar

Las demostraciones se dejan como ejercicio de investigacion.

IDENTIDADES DE SUMA'Y DIFERENCIA:

En muchas ocasiones, un angulo dado se puede expresar como suma o diferencia de &ngulo
notables, por ejemplo 15° se puede expresar como (45°-309), 75°como (30°+45°) y asi con
otros. Para este tipo de situaciones es donde se utilizan las identidades de suma y diferencia.

&) |cos@ - B) = cos(a) cos(B) + sena)sen(5)

Demostracion:
Vamos a utilizar como herramienta la geometria del circulo trigopnométrico unitario.
Identifiqguemos las coordenadas de los puntos dados en la circunferencia unidad.

A = (X0, Yo) = (1, 0)

B = (X4, y1) = (cos (a - B), sen (a - B))
P = (X2, ¥2) = (cos (B), sen (B))

Q = (X3, y3) = (cos (a), sen (a))

f

o= f
S

\V
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La distancia de AB es igual a la distancia PQ, entonces: d(AB) = d(PQ), asi:
(B-A)=(Q-P)

Reemplazando, a partir del teorema de Pitagoras:

W =%+ = Yo =% =] +[ys - v.]

\/[cosa—ﬁ) -1 +[setfa - B)-0]° = \/[cosa) ~cosP)|’ +[sera) - seriB)]’

Elevando al cuadrado para eliminar raiz:

[costr - B) -1 +[serta - B) - O] =[costr) —cos@)] +[serta) - ser(B)|*

Desarrollando los productos notables:
cos (a - B)-2cos@r— B) +1+serf(a - B) Esigual a:
cos’ (a) — 2cos(a) cos(B) + cos* (B) + sert (a) — 2sena)sen B) + sert (B)

Agrupando términos:

[co§(a—ﬁ) + seﬁ(a—,b’)] —2cosfr— ) +1= [co§(a) + seﬁ(a)] +[co§(ﬂ) - seﬁ(,b’)]
—2cos@)cos) — 2serta)senS)

Por la identidad fundamental:

1-2cos - [)+1=1+1-2cos()cos(B) — 2sena)senS)
Operando: 2—2C0S(@ — [8) = 2—2cos(@) cos(B) — 2sen(a)senS)

Simplificando: COS(@ — ) = cos(@) cos(B) + sen(a)senf)

Asi queda la demostracion de la diferencia de dngulos para coseno.

b) |cos(@ + B) = cos(@) cos(B) — sena)sen )

Demostracion:

A partir de la definicion:

cos(a + B) =cos(a — (—f)) = cos(a) cos(— ) + sen(a)sen(— L)

Se sabe que: cos(-f) =cos(B) y sen-f) =-senf)

Entonces: cos(a + £) = cos(a — (—f)) = cos(a) cos(f) — sen(a)sen(S)
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¢) |sena + B) = ser(a) cos(B) + cos@)senS)

Demostracion:

A partir de la identidad de diferencia de angulos para coseno, las identidades de cofuncion y algunas
transformaciones sencillas.

Inicialmente: w=(a + )

Ahora por identidad de cofuncion: cos% - W) = sen(w)
Por otro lado: cos% -Ww) = cos% —-(a+p) = cos% -a-[f)=co (% -a)- ,BJ

La ultima expresion la desarrollamos como una diferencia de angulos:

co{(% -a)- ,BJ = cos% —-a)cos(B) + ser(% —-a)sen(f)

Pero cos% -a)=senq)y ser(% —a) =cos() Por identidades de cofuncién. Sustituyendo en la
expresion anterior: Co4.(7y2 -a)- ,BJ = sern(a)cos(B) +cos@)senf)
Como cos[(’%2 -a)- ,BJ = cos'jy2 —(a+ ,B)J = cos{% - WJ =senw) =sena + f)

Finalmente: ser(a + ) = ser(a) cos(B) + cos@)sen f)

Asi queda demostrada la identidad de suma de angulos para seno.

) |sen(a - B) = sen(a) cos(B) - cos@)sen )

Demostracion:

Por favor hacer la demostracién con el pequefio grupo colaborativo y compartir con el Tutor. jUna
ideaj como se hizo para el caso b.

&) il 4 B]) = tan(a) + tan(B)
1-tan(a) tan(f)

Demostracion:

Por identidades de cociente:
tan@ + B) = ser(a + B) _ ser(a)cos(B) + cos@)ser(p)
cos@ + B) cos@)cos(B) - sera)senf)

Dividimos la expresion por cos(@)cos(f), esto debido a que debemos llegar a tangente y se sabe que
tangente es cociente entre seno y coseno. Entonces:
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ser(a)cos(B) +cos@)sen(f) ser(a)cos(B) N cos@)sen(f)

tan@ + B) = cos@)cos(B) _ cos@)cos(f) cos@)cos(p)
cos@)cos(B) —ser(a)ser(f) cos@)cos(B) ser(a)ser(f)
cos@)cos(B) cos@)cos(B) cos@)cos(B)

Utilizando identidades de cociente:

ser(a)cos(f) N cos@)ser(5)

cos@)cos(B) cos@)cos(B) _ tan@) +tan(B)
cos@)cos(B) _ser(a)sen(f) 1-tan@)tan(B)
cos@)cos(B) cos@)cos()

tan@ + f) =

Asi gueda demostrada la suma de angulos para tangente.

) tan(@ - B) = tan(a) - tan(B)
1+ tan(a) tan(5)

Demostracion:

Con los mismos principios del caso anterior, hacer la demostracion con el pequefio grupo colaborativo.
Posteriormente compartir con el Tutor.

Ejemplo 205:

i n
Determinar el valor de ser(%z)
Solucién:

. n_n
El angulo se puede descomponer en: — = 2 -

12
Entonces: ser(%z) = Ser{% - %)

Aplicando la identidad:

ser(77 /6) ser(”4)cos(%) cos(%f)ser(/)—%*

Operando:

&2 J6-2
ser(ﬂ4 /6) =— == ser(%z) :T

7
6

V2,

2

m\&

1
2

Ejemplo 206:
Calcular cos(75°)

Solucién:

El angulo propuesto se puede descomponer en dos angulos notables al saber:
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cos(75°) = cos@Q° +45°%)

Por la identidad de suma de angulos para coseno:

cos@0’ +45°) = cos@0°) cos@5’) - sen30°)sen4s’) = 73* % _%* 72
Operando:
cos@0” +45°) = @ -g = @ Por consiguiente: cos(5°) = @

Ejemplo 207:
Demostrar que tan(z + 8) = tan(@)

Solucién:

Por la identidad de suma para tangente:
tan(n) +tan@)

tan(r+6) =~ tan(7) tan@)

Pero sabemos que tan(zz) =0 Reemplazamos:
+
0+tan@) _ tan@) - tan@)

tan(r+6) =
( ) 1-0*tan@ 1-0

IDENTIDADES DE ANGULO DOBLE:

Cuando en la suma de angulos, los dos angulos son iguales, es decir: a = B, se obtiene los llamados
angulos dobles. Estos son una herramienta muy usada en el movimiento parabdlico.

a) [sen(2B) = 2sen(B) cos(f)

Demostracion:

Sabemos qué ser(a + ) = sen(a) cos(B) + cos@)sern(f) , pero como a = 3
Entonces: sern(a@ +a) = ser(a)cos@) + cos@)sena) = sena) cos() + ser(a) cos@)
Por consiguiente: ser(a + a) = 2ser(a)cos@)

Finalmente: sen(2a) = 2sen(a) cos(@)

") |cos(2a) = cos?(a) - sen’(a)

Demostracion:

Siguiendo la misma metodologia del caso anterior.
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cos@a) = cos@ + a) = cos@) cos@) — ser(a)ser(a) = cos (a) —serf (a)
Asi cos@a) = cos (a) — serf(a)

c-)
tan( 2a) = 2tan(2a)
1-tan“(a)

Demostracion:

Se deja para hacerlo en el grupo colaborativo y compartirlo con el Tutor.
Una idea, recordemos que tan (a)= sen (a)/cos (a)

IDENTIDADES DE ANGULO MITAD:

En ocasiones se presentan casos donde se requiere trabajar con angulos mitad, luego es pertinente
analizar identidades de éste tipo.

sen(%) = i\/—l_ c;s(a)

a-)

Demostracion:
A partir de las identidades de angulo doble podemos hacer estas demostraciones.

cosRa) =cos(a) - seri(a)

Por la identidad fundamental: cos’(a) =1-serf(a) Reemplazando:
cos(2a) =1-sern’(a) - sen’(a) =1-2ser’(a)

1-cosga)
Despejamos sen’ (a) se obtiene: Serf(a’) = T
a
l-cos@—) ._
Hacemos un reemplazo de a por a/ 2, entonces: SenZ(E) = > 2" _1 C(Z)S(a)

Despejamos el seno, por consiguiente: sen(<) = + 1-cos(a)
2 2

>) cos(i) = i\/1+ cos(a)
2 2

Demostracion:

Por favor hacerlo individualmente y luego compartirlo con los comparieros del grupo colaborativo, las
dudas con el Tutor.
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c-) sen (a)

1+ cos( a)

tan( C’?) =

Demostracion:

Igual que en el caso anterior.

IDENTIDADES DE PRODUCTO - SUMA:

A continuacion vamos a mostrar unas identidades que en ocasiones son requeridas,

las

demostraciones estan en libros de Precalculo y de Mateméticas, seria pertinente que se investigaran

como refuerzo a estas identidades.

") lsen(a) cos( 5) = Slsenta + 5) + sen(a - )]

b-)

sen(a)sen(fB) = =|cos(a - B)—-cos(a + B)
:

c-) |cos(a)sen(pB) = %[sen(a + [)-sen(a - ,8)]

cos(a)cos( B) = %[cos(a + [) +cos(a - ,8)]

Demostracion:

Se demostraran los casos a, b y d, para que con estos referentes, ustedes estimados estudiantes,

demuestren los demas.

1. sen(a)cos(B) = %[sen(a + [)+sen(a - ﬁ)]

Por identidad de suma: sen(a + B) = sen(a)cos( 8) + cos(a)sen(S)

Despejando: sen(a)cos( B) = sen(a + ) - cos(a)sen(f)

Adicionamos a los dos lados de la expresion: sen(a)cos(B) + cos(a)sen(B), luego:

serfa) cos(B) + serfa) cosB) + cosfr)ser( ) = serfa + ) —cosfr)ser{f) + serfa) cos(B) + cosgr)serf )
Operando en la primera parte de la ecuacion sen(a)cos(B) + sen(a)cos(B) = 2sen(a)cos()
En la segunda parte de la ecuacion: serfa) cos(3) —cosg) cos{3) = serfa — 8) Entonces:

2serfa) cos(B) + cosfr)ser(f) = serfa + ) + serfa — ) + cos@)serff)
Simplificando: 2serfa) cosB) = serfa + B) + serfa — B)

Por consiguiente: serfa) cos() = % [sen{a + [) +serfa —,G)]

2. sen(a)sen(B) = %[cos(a - B)-cos(a + B)]

Por identidad de suma: cos(a + B) = cos(a)cos( B) — sen(a)sen(f)
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Despejando: sen(a )sen(B) = cos(a)cos( B) - cos(a + )

Adicionamos a los dos lados de la expresion: sen(a)sen(f) + cos(a)cos(B), luego:
serfa)ser{f) + serfa)seriS) + cos@r) cos(B) =cosg) cosB) —cos@ + ) + serfa)ser{S) + cos@r) cos(f)
Operando en la primera parte de la ecuacion sen(a)sen(B) + sen(a)sen() = 2sen(a)sen(p)
En la segunda parte de la ecuacion: cos@)cos(B) +serfa)ser{) = cos@ — ) Entonces:

2serfa)serff) +coser) cosB) = cos@ — [B) —cosfr + ) +cosfr) cos(f)
Simplificando: 2serfa)ser{f) = cos@r — B) —cos@ + )

Finalmente: serfa)ser{p) = % [cos@—ﬁ) —COSO+,3)]

3. cos(a)cos(fB) = %[cos(a + B)+cos(a - ,8)]

Por identidad de suma: cos(a + ) = cos(a)cos( B) - sen(a)sen(B)
Despejando: cos(a)cos(B) =cos(a + B) + sen(a)sen(f)
Adicionamos a los dos lados de la expresion: sen(a)sen(B) + sen(a)sen(B), luego:

cos@)cos(B) + ser{a)sen ) + cos@)cos@) =cos@ + B) + ser{a)sern(B) + sen(a)sen[) + cos@)cos@)

Operando en la primera parte de la ecuacion y reemplazando por identidad en la segunda parte:
2cos@) cos(B) + serfa)ser{f) =cos@ + ) + ser{a)ser{ S) + cos@ — )

Simplificando: 2cos@)cos(B) =cos@ + S) +cos@ — S)
Finalmente: COS() COS(B) = %[COS@' + ) +cos@r - ,3)]

IDENTIDADES DE SUMA - PRODUCTO:

También en ocasiones son requeridas las identidades de suma — producto. Las demostraciones son

pertinentes que se investigaran como refuerzo a esta tematica.

.y|sen(a) + sen(pB) = 25en(a ;'B]cos a-p

b-y|sen(a) - sen(fB) = 2cos

cylcos( @) + cos( B) = 2 cos a+’8jcos(a_ﬁj

dy|cos( a)—cos( B) = —Zsen(a ;’8 )sen(
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Leccion treinta y uno: Desarrollo de Identidades Trigonométricas [eod )= 5>

Al inicio de este capitulo se hizo el andlisis de las identidades basicas, identidades de suma vy
diferencia, identidades de angulo doble, identidades de angulo mitad, identidades de suma-producto e
identidades de producto — suma. Con estos insumos y los principios matematicos conocidos, se tienen
los argumentos para demostrar identidades trigonométricas.

Una identidad trigonométrica es una ecuacion que se cumple para cualquier angulo, entonces
demostrar una identidad es precisamente demostrar la igualdad. El proceso se puede desarrollar de
tres maneras.

Asumiendo que la generalizacién de una identidad es de laforma a="b

1. A partir del primer término a llegar a el segundo b por medio de procedimientos matematicos
adecuados.

2. A partir del segundo término b llegar al primero a, también utilizando métodos matematicos
adecuados.

3. Haciendo transformaciones simultdneamente a los dos términos de la igualdad para llegar a
una equivalencia. Se parte de a = b, se hacer transformaciones adecuadas hasta llegar a una
equivalencia de laforma p =p

No existe una regla o norma para saber cual método elegir, pero por experiencia y facilidad es
aconsejable utilizar la técnica 1 o la 2, partiendo del término mas complejo para llegar al mas sencillo,
ya que es mas facil simplificar que amplificar.

Ejemplo 208:

> . > 7 (X)
Expresar como solo funcion de cos(x) la siguiente fraccion: ————
tan®(x)
Solucion:

Lo que se debe hacer es utlizando las identidades basicas y haciendo las transformaciones
pertinentes llegar a obtener solo cos%x), veamos:

serf(x) _ serf(x)ser(x) _ cos(x) serf(x)ser(x)] _

tan?(x) senz()y ser? (x) = cos’(x)sen(x)
cos’ (X)

Finalmente: cos’ (x)ser(x) = cos’ (X)y/1- co’ (x)

Ejemplo 209:

tan(x) + sec) tan(x)
1+seck)

Reducir la siguiente expresién en términos de la funcién seno.
Solucién:
Al igual que el ejemplo 216, haciendo las transformaciones adecuadas a la expresion inicial, con las

identidades basicas y los principios aritméticos sobre fracciones, llega a una expresiéon que solo tenga
sen(x), veamos:
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serfx) serfx)
tang) +secg)tanf) _ Sem%os@o ¥ (%osé())(sem%os@) _ %os«) ¥ %o§(x)

Sumando las fracciones del numerador y dejando una fraccion en numerador y denominador, para
aplicar producto de extremos y medios. Simplificando cos(x) y factorizando lo obtenido, resulta:

cog (x)ser{x) + ser{x) cos)

cosk o< () _ cos)cog (¥serx) + serfx) cost)] _ cosgcos)sertx) + ser(x)]
cosf) +1 (cost) +1)(cosk )cog (¥)) (cos) +1)(cog (%)
cos)

Volviendo a simplificar y reorganizando:
[cos)ser(x) +ser(x)] _ ser(x)[cos¢) +1] _ser(x) _  ser(x)
(cosg) +1)(cos®)  (cos®) +1)(cosk)) cosk) f1-serf(x)

La expresidn inicial quedo solo como funcién sen(x).

Ejemplo 210:
an(x)
ec)

t
Demostrar que: = sen(x)

Solucion:

Por la expresion dada, es mas pertinente partir del primer término y llegar al segundo.

ser(y
tan(x) _ cos) _ sern(x) cos() = ser(x)
seck) % 056) cos()

Ejemplo 211:

Asi queda demostrada dicha identidad.

Demostrar la siguiente identidad. cos(x)[secé() - Cos(x)] = serf(x)

Solucion:

Segun la identidad planteada, es mas pertinente partir de la primera expresion para llegar a la
segunda, es decir, el método 1.

cos(x)[secéo - cos(x)] = cos(x)[ :

cos)

1-cos (X)
cos(x)

- cos(x)} = cos(x)[ } =1-cos (X)

Por la identidad fundamental: 1— cos’(x) = serf (X)

Ejemplo 212:
coskx) _ 1+senx)

Demostrar la identidad =
1-sen(x) cos)

Solucién:

Se observa que las dos partes son muy parecidas en la cantidad de términos que presenta, luego se
puede partir de cualquiera de ellas. Para nuestro caso, partimos de la primera para llegar a la
segunda parte.
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Aplicamos la conjugada al denominador, operamos y aplicamos al identidad fundamental..

cos(x) _ cos(x)(L+ ser(x)) _ cos(x)(L+ ser(x)) _ cosx)(L+ sern(x))
1-ser(x) (1-sen(x))(1+senx)) 1-serf(X) cos (X)
cosx)(L+ ser(x)) _1+ sern(x)

Simplificamos:

cos (X) cosx)
Esta ultima expresion es la segunda parte de la identidad propuesta.
Ejemplo 213:
Demostrar la identidad:
1-sen(x
[tan(x) — sec&)]” = 1-ser(x)
1+ sen(x)

Solucién:

Para demostrar esta identidad tomemos la primera opcion, partir de la primera expresion para llegar a
la segunda. Desarrollamos el producto notable y aplicando identidades:

serf(x) .ser(x), 1 1
— 2 * +
cos’(x) cos(k) cosik) sec(X)
Expresando sobre un solo denominador y simplificando:
serf(x) - 2ser{x) +1 _ [ser(x) ~1serx) -1] _ [ser{x) -1]ser{x) -1 _ [1- ser(x)][1- ser(x)]
cog (X) 1-serf(X) [1-serx)[1+ser(x)] [1-ser(x)[1+ serix)]
[1-senx)J[1- ser(x)] _ [1-ser(x)]
[1— ser(x)][l+ ser(x)J - [1+ ser(x)]

tan’ (x) — 2tan(x) seck) + sec(x) =

Finalmente:

Ejemplo 214:

cos’(x) — sert(x)
cos(x) — sen(x)

Demostrar la identidad:

=1+ \/senz(x) - serf (X)
Solucién:

Es pertinente tomar el primero para llegar al segundo. Inicialmente desarrollamos la diferencia de
cubos.

cos’(x) — ser(x) _ (cos() - ser(x))(cos’ (x) + cos)ser(x) + serf ()
cos) — sen(x) cosf) — sen(x)

Simplificando, reorganizando términos y aplicamos la identidad fundamental.
(cos2 (x) + serf(x) + cos(x)ser(x)) =1+ cos)sern(x)

Convertimos coseno como seno, por la identidad fundamental:

1+ cos(x)sern(x) =1+ sen(x),/1-serf(x) =1+ \/sen2 (X)1- serf (X))

Finalmente:

1+,/serf (x)(L- serf (X)) =1+/serf (x) — serf (x)

Asi queda demostrada la identidad.
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EJERCICIOS

Reducir a la funcion trigonométrica propuesta los siguientes ejercicios.

1 tan(x) + sec) tan(x)

En funcién solo de sen(x)
1+seck)

cs@(x) -1

5 En funcion solo de cos(x)
cot*(x)

+
3. tan(A) + cot(A) En funcion solo de sec(A)

CSc(A)
Demostrar las siguientes identidades trigonométricas.
sen(’V, - x)
4. # —-seck) = tan(x)
1-senx)
5. [sen(8) +cos@)]” +[ser(d) - cos@)]* =2
6. sen( +n) =-sen ()
7. tanx+70) = 1+tank)
4 1-tan(x)

serf (x) - cos'(x) 1
"~ 1-2cos(X)
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Leccion Treintay dos: Ecuaciones Trigonométricas Sen™'(1) = %

Anteriormente se decia que las identidades trigonométricas son igualdades que se cumple para
cualquier angulo. Existen ciertas identidades que se cumplen para angulos especificos, a dichas
identidades se les llama ecuaciones trigonométricas.

DEFINICION:
Las ecuaciones trigonométricas, son identidades que satisfacen angulos especificos,
cuya solucion se expresa en medidas de angulos, puede ser en grados o radianes.

La resolucion de ecuaciones trigopnométricas requiere de un buen manejo de las funciones
trigonométricas inversas; ademas, de los principios de algebra y trigonometria.

Para que la ecuacién sea mas facil de desarrollar, es pertinente reducir toda la expresion a una sola
funcion, generalmente seno o coseno, de tal manera que se pueda obtener el angulo o los angulos
solucion. Es importante aclarar que si no se dice otra cosa, la solucion para nuestro caso se dara solo
para la circunferencia unidad: 0 < x < 2m. Algunos autores acostumbrar a dar al solucion general,
recordemos que las funciones trigonométricas son periodicas, ya que se repiten cada p intervalo.

Ejemplo 215:

1
Resolver: ser(x) :E
Solucion:

El proceso en general consiste en despejar el angulo. Para el caso que nos proponen, aplicando la
funcion inversa del seno queda resuelto el problema.

— 1 =1 - =1 — =1
sen(x) =5 == sen (ser(x)) = sen (%) == X=sen (%)
El siguiente paso es identificar en donde el seno vale ¥, para los cuadrantes positivos, ya que el

valor es positivo. Se sabe que el seno vale ¥ en 30° para el primer cuadrante y 150° para el segundo
cuadrante. Recordemos que el seno es positivo en | y |l cuadrantes.

Solucién: x = 30° y 150°
Ejemplo 216:
Resolver: cos) = —%

Solucion:

Como la expresién estd en funcion solo de coseno, se puede despejar, aplicando la inversa de

coseno. Cos() = —% ==> cos(cos()) = cos‘l(—%) == X = cos‘l(—%)

Debemos identificar en donde el coseno vale -1/2.  El coseno es negativo en los cuadrantes Il y IlI,
luego en dichos cuadrantes debe estar la solucién. Recordemos que cos (120°) = -1/2 y cos (240°) =
-1/2. Por consiguiente: x = 120%y 240° (2m/3 y 41/3)
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Ejemplo 217:
Resolver la siguiente ecuacion: sen(x) —cos(x) =0

Solucioén:
Expresemos la ecuacion en funcion solo de coseno:

ser(x) — cos(X) = 0 == sern(x) = cos(x) == sern(x) = y/1-sert(x)

Elevando al cuadrado toda la ecuacion y operando términos semejantes:
serf (x) =1-serf (x) =>= serf(x) + serf(x) =1== 2serf(x) =1
. 1 1 V2
Despejamos sen(x): 2seri(x) =1=>=serf(X) = 5= serfx) =+ 5= serfx) = 17
Vemos que tenemos valores positivos y negativos, luego habra solucion en los cuatro cuadrantes.

v

2 _ _ 2
ser(x) = i% == sen'(senx)) = senl(J_r?)
Se sabe que el seno vale 72 en 45°, luego se debe proyectar a los demas cuadrantes.

Solucion: x = 45°, 135°, 225°, 315° (11/4, 3 /4, 5 T1/4, 7 T1/4)
Ejemplo 218:

Hallar la solucion de la ecuacion: tan’(x) —9tan(x) =0
Solucion:

Inicialmente se factoriza: tan(x itan“(x) - 9J =0
Por la ley del producto nulo: tan(x) =0 o [tan“(x) —9] =0
Para el caso tan(x) =0: tan™(tan(x)) = tan™ (0) =>= x = tan*(0)

En la circunferencia unidad la tangente vale O en: O, 1, 2 .

Para el caso [tan4 (x) - 9J =0== tan*(x) =9 == tan’(x) = +3
tan?(x) = +3 == tan(x) = +/3

La tangente vale \/5 en 11/ 3, pero como presenta signo +y -, habra 4 angulos de solucién.
Para +\/§ X=1m/3, 7/ 6

Para —\/§:x= 2w/ 3, 5w/ 3
Solucion: x= 0, /3, T, 7w/ 6,2/ 3, 5/3,21

243



Ejemplo 219:
Resolver la ecuacion: secf) — tan(x) = cos(x)

Solucion:

Primero debemos hacer las transformaciones necesarias para expresar la ecuacion como una sola

funcién, para este caso escogemos sen(x).
1 ser(x 1-sen(x
_ser) _ Cosk) =>= 1 ser(x)

cosx) cos() cos(x)

seck) — tan(x) = cosx) =>= = cos)

Operando la ultima fraccién y aplicando identidad fundamental.
1-sen(x) = cos’(x) =>= 1-ser(x) =1-serf(x) =>= serf(x) —ser(x) =0

Se factoriza la Gltima expresion: ser(x)[ser(x) —1] =0

Por la regla del producto nulo:
-) ser(x) = 0== sen'(sen(x)) = seri* (0) == x = sen*(0) Solucién: 0, Ty 21
1) [ser(x) —1] = 0 == ser(x) =1== sen?(ser(x)) = sen’ (1) == x = sen* (1)

El seno vale 1 en: 1/ 2. Esta solucion se rechaza ¢POR QUE?
La solucién final: 0, Ty 21

Ejemplo 220:

Resolver la ecuacion: cos’ (2x) — serf (2x) =0

Solucién:

Como se ha dicho se debe expresar como una sola funcién, veamos:

CoS (2) = serf (2x) = cos’ (2x) _ serf (2X)

cos’ (2x) coS (2x) == 1=tam(2x)

¢, Qué operaciones se hicieron en el paso anterior?, por favor analizarlas e interpretarlas.

1=tan®(2x) =>= tan@x) = +1

Utilizando identidades de angulo doble para la tangente.
2tan(x)

2 -4
1-tan®(x)

tan@x) = tl==

Reorganizando la ultima expresion.
2tan(x)

———=— =*1== 2tan(x) =1-tan*(X) == tan’(x) + 2tan(x) ~1=0
1-tan“(x)
~2+J4-40)(-]) _-2+8 _-2%2/2

2(1) 2 G

Por la cuadratica: tan(x) =
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Asi:x1=—1+\/§ y x2:—1—\/§

Entonces: x, = tan™(-1++/2) = 225° :%

En el primer cuadrante, pero la tangente también es positiva en el tercer cuadrante, luego:

x =180° + 225° =2025° = gﬂ

X, =tan™(-1-~/2) = -675° Equivalente en angulo positivo a 2925° = %3 T

En el cuarto cuadrante, pero la tangente también es negativa en el segundo cuadrante, luego:

x=180° - 675° =1125° = gﬂ

13

., n 5 9
Soluciéntotal: X = —, —m,—7m,—TT
8 8 8 8

Estimado estudiante, por favor analizar este ejemplo y hacer sus propias conclusiones.

Leccion Treinta y tres:  Andlisis de Triangulos no rectangulos

En los apartes anteriores se han analizado situaciones de los triangulos rectangulos, pero existen
diversos fendmenos que no siguen este patréon, la base de un telescopio del observatorio
internacional, las velas de un barco, las caras de las piramides de Egipto, no tienen forma de
triangulos rectdngulos, sabemos que a este tipo de tridngulo se les llama “Triangulos No
Rectangulos”.

FUENTE:www.cienciateca.com/pyramids.jpg&imgref FUENTE: http://www.bbo.arrakis.es/geom/trian3.htm

El trabajo que se desarrollard en este aparte es el andlisis de triangulos no rectangulo. EIl soporte del
estudio esta en los llamados teoremas de seno y coseno, los cuales permiten determinar los lados y
angulos de triangulos no rectangulos.
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TEOREMA DE SENO:

Para un tridngulo con lados a, b, ¢ y &ngulos opuestos A, B,
C. respectivamente, se cumple:

sen(A) _ sen(B) _ sen(C) : B
a b c

Demostracion:

La demostracion la vamos a hacer para un tridngulo acutangulo, pero se cumple para cualquier
triangulo.

4 Segun la grafica:

| sern(B) = % == h=csern{B)

o ] l| b ser(C) = E —= h=bser(C)
| Como h es igual para los dos casos, se igualan:
|
I
B a ‘ cselfB) = bserfC) =>= seEB) _ serC)
C
sern(A) _ ser(B)

Similarmente se puede probar que:

ser{A) _ser(B) _senC)
b

b

Por consiguiente:

De esta manera se puede hallar los lados y angulos de cualquier tridngulo, pero esta metodologia es
pertinente para triangulos no rectangulos.

En este contexto se pueden encontrar varios casos:

-)LAA 6 ALA: Conocer un lado y dos angulos

- ) LLA: Conocer dos lados y un angulo opuesto a uno de ellos

- ) LLL: Conocer los tres lados.

Ejemplo 221:

Para el triangulo que se presenta en la gréfica, hallar todos C

los lados y angulos de la misma.
A =40° 2 3

Solucion: A

Se trata de un caso LLA, entonces:

ser{A) _ ser(B) o ser4d’) _ ser(B) o~ ser(B) = 2sen40”)
a b 3 2 3
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—2(0’2427) = 0,4284

Desarrollando: Sen(B) =

Para hallar el angulo, aplicamos funcion inversa de seno:

sen *(sen(B)) = sen'(0,4284) == B =sen'(0,4284) = 2536°

Para hallar el angulo C, por el teorema de la suma de angulos para un triangulo:
A+B+C =180 == 40° + 2536° + C =180° == 6536+ C =180
Despejando: C = 180° — 65,36° = 114,64°

En seguida podemos hallar el lado c:

0 0
ser(C) _ serfA) S ser{l1464’) _ ser4®) o= 3serfl1464°)
c 3 C 3 sen40’)

_ 3009089 _ ,,,

Resolviendo: C= 2

0,6427

Es obvio que la longitud de ¢ debe ser mayor que la de ay la de b.

Ejemplo 222:

En un triangulo dos de sus angulos miden 48° y 57°, el lado que esta entre ellos mide 47 cm. Hallar
los lados restantes.

Solucion:
C Segun el problema:
A=57° y B=48°
b
’ El problema es de tipo LAA o ALA
Primero hallemos C:
B e A Cc=180°-(57°+48°) = 75°
ser{A) _ serfC) Cas cserfA) _ cserb7’) _ 47x08386_ 4080
a C sefC) sen7%) 0,966
Para hallar el lado b:
ser(B) _ ser(C) b= cseifB) _ 47xseri48’) _ 34427 _ 3616

b C ser{C) sen7?’) 0966

Asi, los lados miden: b = 36,16 cm. y a =40,80 cm.

Mas adelante en los problemas de aplicacién se refuerza este tema sobre teorema de seno.
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TEOREMA DE COSENO:

Existen situaciones donde el teorema de seno no se puede aplicar de manera directa, en casos como
tener dos lados y el angulo entre ellos o tener los tres lados. Para estos casos y otros, la solucién es
el teorema del coseno.

Para un tridngulo con lados a, b, ¢ y angulos opuestos A, B, C. respectivamente, se cumple:

a’=b?+c?-2bccosA
b? =a’+c?-2accosB
c?=b?+a%-2abcosC

Demostracion:

La demostraciéon se hard con un triAngulo obtusangulo, pero la situacién se cumple para cualquier
triangulo.

! 0 (0, 0)

B = (X2, y2) = (b, 0)
|
- I c A (X1, y1) = (acos(a), asen(a))
Por medio de la distancia euclidia se puede hallar la
magnitud de c.

|

|

|

y |
[ =) B . . - 2 2 2
Distancia Euclidia: ¢® = (X, = X)“ + (Y, = VY,)

Para el caso del triangulo que tenemos: ¢’ = (b- aCOS@’))2 +(0- aSGfQO’))Z
Desarrollando los productos notables: ¢’ =b’- Zabcosg) + a’ cos (a)+ azseﬁ(a)
2 _ 2 2 2
Factorizando y agrupando términos: C =a (CO§(O’) +a Seﬁ(a’)) +b° —2abcosf)
Aplicando la identidad fundamental. C> = a® + b? — 2ab cos( a)
Asi queda demostrado para c, de manera similar se puede hacer para ay b. El estudiante en el grupo

colaborativo debe hacer la demostracién para ay b, con los mismos argumentos expuestos para c,
compartiendo con el Tutor dichas demostraciones.

Ejemplo 223:

Del triangulo expuesto a continuacion, determinar sus lados y
angulos.

Solucién:

Aplicando la ecuacion del teorema para coseno. Asumiendo que:
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a=3, b=4. Entonces:

c®=3%+4%7-2(3)(4)cos(50°?)

c?=9+16 — 24 cos(50°) = 25 -15,426 = 9,574

Para hallar ¢ extraemos raiz cuadrada, luego: c?=9574 == c= 309

Ahora podemos hallar el angulo a.

a’-b?-c?
a’ =b%*+c?-2bccos(a) =>= cos(a) = o5
- 2bc
Reemplazando:
2 _ 2 _ 2 _
cos(a) = 3 "4 (957)" _ ~1657 _ o o

- 2(4)( 3,09) -24.72
cos(@) =0,670=>= a =cos " (0,670) = 4793°

Para calcular el angulo B, entonces: B =180 — 60° +4793) =180 -9793=8207°

Ejemplo 224:

Dado un triangulo T, cuyos lados miden a =80 cm. b =50cm. y ¢ =70 cm. Hallar los angulos del
triangulo T.

Solucién:
C La gréfica nos ilustra el caso que se expone en el enunciado
del ejemplo 231.
a0 70 Como se conocen los tres lados, se puede utilizar el teorema
de coseno, para hallar A y B, ya que C se obtiene por
. . diferencia como en los casos anteriores.
&0
2 2 2
a“—-b°-c
c’ =a’+b*-2abcos(A) = cos(A) =
— 2bc
- COS(A)_702—502—802_—4ooo ~
eemplazamos: = = = U,
P ~ 2(50)(80) — 8000
cos(A) = 05== A =cos'(0,5) = 60°
Ahora calculamos el angulo b:
b’ -a*-c?
b? =a®+c?-2accos(B) = cos(B) = >
— Zac

Reemplazando:
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50%-70°-80% _ -8.800
— 2(70)(80) ~11.200
cos(B) = 0,7857 == B = cos ' (0,7857)

= 0,7857

cos(B) =

38,21

Finalmente para calcular C: C =180 - (60° + 3821°) = 8179

Leccién Treinta y cuatro: ~ Aplicacion de las funciones trigonomeétricas.

Una vez analizados los principios sobre triangulos no rectangulos, ahora podemos resolver problemas
donde se requiera la utilizacién de estos principios.

Resolver problemas de esta indole, no existe una metodologia definida, paro es pertinente tener
presente los siguientes aspectos.

1. Leer el problema las veces que sean necesarios para entender lo que se tiene y lo que se
desea obtener.

Hacer en lo posible un gréfico explicativo, que ilustre el fenémeno.

Aplicar el teorema pertinente, segun las condiciones del problema planteado.

Realizar los calculos necesarios, para buscar la respuesta.

Hacer las conclusiones del caso.

arwd

Ejemplo 225:

Hallar la longitud de las diagonales de un paralelogramo si sus lados miden 50 y 80 cm. Ademas uno
de sus angulos mide 50°

Solucion:
Una gréfica nos ayuda en la solucién

Podemos calcular el lado BC, por medio del teorema de

Disgonales

‘ A=50° T c coseno.
* % (BC)?* =507 +80% - 2(50)80) cos(A)
50 o
_ Ademaés: Cos(50°) = 0,6427
B8 80 cm.

Desarrollando: (BC)? = 2500+ 5400-8000(0,6427) = 7900- 51416 = 27584
Para hallar la distancia se debe extraer raiz cuadrada: (Bc)2 = 27584 == BC = /27584 = 5252

En seguida podemos calcular el lado AD, pero necesitamos el angulo B 6 C. Podemos hallar el
angulo B, asi:

Como A+ B+ C+D=360° pero A=DyB =C, por ser un paralelogramo regular. Entonces: 50 + B +
50 + C = 360, luego: B + C =360 — 100 = 260

Como B = C, entonces: B = 130°

(AD)? =50 +80° - 2(50)@0) cos@B)
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(AD)* =50 +80 - 260)80 cos(30) = 2500+ 5400-800¢-0,64273
(AD) =7900+514224=130424
(AD)* =130424== AD=11420

Ejemplo 226:

Un Topégrafo quiere determinar la distancia entre dos casas denominadas con Ay B, desde el punto
de observacion del Topégrafo, el angulo entre las dos casas y éste es de 60°. La distancia del punto
de observacion y la casa A es de 120 m. y la distancia de este a la casa B es de 100 m. ¢Qué

distancia separa las dos casas?

Solucién:

Se debe hallar la distancia AB

B Por el teorema de coseno:

(AB)? =1207 +100” - 2(L20)(100) cosE0°)

Se sabe que Cos(60°) = 0,5

(AB)? =14400+10000- 24000(05) = 24400-12000=12400

(AB)? =12400== AB =111355
La distancia entre las dos casas es de 111,355 metros.

Ejemplo 227:

Un Golfista golpea la pelota desplazandola 220 metros en linea recta, la pelota queda a 250 metros
del hoyo. El &ngulo que se forma en el punto donde quedo la pelota, con la ubicacion del Golfista y el

hoyo es de 150° ¢ Cudl sera la distancia del Golfista al hoyo?

Solucién:
r H G = Ubicacion del Golfista
G H = Ubicacion del hoyo
P = Ubicacion de la pelota
p = Distancia del golfista al hoyo
220m
15 250m

Por el teorema del coseno se puede resolver el

problema.

p? = (2207 + (250* - 2(220)(250 cos(50")
Desarrollando: p? = 48400+ 62500—110000(—0,8660) = 110900+ 95260= 206160

p> =206160=>= p = 454048
El golfista esta a 454,048 metros del hoyo.

251



Ejemplo 228:

Un edifico tiene en la cima la bandera de la compaifiia, la altura del edificio es de 180 metros. El angulo
de elevacion de la base del piso y la cima del edificio es de 55° y el &ngulo de elevacién de la base
del piso y la punta de la bandera es de 56,5°. ¢ Cuél sera la altura del asta de la bandera?

Solucion:

h = Altura del asta de la bandera

| = Visual del piso a la cima del edificio

m = Visual del piso a la punto del asta de la bandera.
A = angulo recto. B = 55°

K3 C =56,5°
. b = Altura del edificio 180 metros
- ¢ = Altura del edificio mas el asta de la bandera
™ " Por teorema de seno:
b sern(C) _ ser(B)

C b

Reemplazando los datos correspondientes:
sen(65°) _ senG5’) o= sen65°)x180m _ 150099

= =183248
c 180 senis’) 08191

La altura del edificio y el asta es de 183,248 metros. Como se conoce la altura del edificio, por
diferencia se haya la altura del asta.

h=c—Db. Entonces: h = 183,248 — 180 = 3,248 metros.

El asta de la bandera mide 3,248 metros.
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EJERCICIOS

Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas para la circunferencia unidad. Por favor hacer todo
el procedimiento.

1. cos(x) zg Rta: x =30°, 330
2. serf(x)-1=0 Rta: x= 2, §7‘[
2 2
2 n 11
3. secf) -=+/3=0 Rta: 6=—, —r
2 3 6 6
4. cos(@b) = sen(26) Rta: §=15°, 75°, 13%
5. tan’*(a) +tan@) =0 Rta: a :%n, T
6. 2serf(x) +sen(x)-1=0 Rta: x:%, gn, gn

7. Una circunferencia tiene un radio de 25 cm. subtendido por el angulo central de 36° ¢Cuél sera la
longitud del arco de la circunferencia?
Rta: 15, 71 cm.

8. Una persona se encuentra a 120 metros de la base de una torre inclinada, el angulo de elevacion
desde su posicién a la punta de la torre es de 24° a su vez la torre forma un angulo con el suelo de 72°
¢, Cual sera la altura de la torre?

Rta: h = 49,08 metros

9. Asumiendo que las orbitas de Mercurio y Tierra con circulares y se encuentran en el mismo plano.
La tierra se encuentra a 9,3X10’ millas del sol y mercurio se encuentra a 3,6X10" millas del sol. Si
mercurio se ve desde la tierra y el angulo entre mercurio, tierra y sol es de 8,35° siendo la tierra el
vértice. ¢ Qué tan lejos esté la tierra de mercurio?

Rta: 1,25X10° millas
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CAPITULO SEIS: HIPERNOMETRIA

INTRODUCCION

La palabra HIPERNOMETRIA, se acufio en este contexto haciendo referencia a el andlisis de las
funciones Hiperbdlicas, de la misma manera como al andlisis de las funciones trigonométricas se le
denomina Trigonometria, es posible que la palabra no sea muy técnica, pero la idea es que con ella;
en este material, se identifique el analisis de las funciones hiperbolicas.

En la parte de funciones trascendentales se analizaron las funciones hiperbolicas, sus principios y
caracteristicas. Asi las funciones hiperbdlicas tienen unas identidades basicas.

Leccién Treinta y cinco:  Funciones Hiperbdlicas.

Dentro de las funciones trascendentales existen unas funciones que se obtienen a partir de la
combinacion de las funciones exponenciales y son llamadas funciones hiperbdlicas y cuyo nombre
esté relacionado con la hipérbola, al igual que el triangulo con las trigonométricas.

La importancia de estas funciones esta en que existen algunas estructuras
arquitectonicas que presentan una curvatura que no es precisamente una
pardbola, como es el caso del arco Gateway en E.E. U.U. También son
muy usadas como herramienta para resolver ecuaciones diferenciales.

Otro campo de accion de este tipo de funcion es cuando se suspende un
cable homogéneo flexible entre dos puntos a la misma altura, se forma una
curva denominada Catenaria, dicha curva es modelada por una funcion
hiperbdlica.

Fuente: wikipedia.

FUNCION SENO HIPERBOLICO:

La funcién seno hiperbdlico denotado por f(x) = senh(x), se define de la siguiente manera:

senl{x) = € 5

Dominio: Todos los reales, ya que la variable x puede tomar cualquier valor real.

Imagen: la imagen de la funcion seno hiperbolico son también todos los reales.

Simetria: Para la funcién seno hiperbdlico se cumple: senh(-x) = -senh(x), luego es una funcién impar,
por consiguiente es simétrica respecto al origen de coordenadas cartesianas.

Monotonia: La funcién es monétona, ya que creciente en su dominio, como se puede observar en la
grafica.

La grafica: Para graficar esta funcién se utiliza dos referencias, consistente en dos funciones
exponenciales, al saber:
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y—l_ex _ 1
> y oyo= - e

Esto debido a que la funcidon senh(x) es una combinacién de estas.

Grafica Funcién seno hiperbdlico:

vy 13
— l x 2
Y= ?e - x -x
1 P senh(x) = €
e 2
e —— S g x
-2 =1 —a 2
-1 y_ B I_e .
2
-2
-3

COSENO HIPERBOLICO:

La funcidn coseno hiperbdlico denotado por f(x) = cosh(x), se define de la siguiente manera:

eX + e—X

cosh(x) = >

Dominio: Todos los reales, ya que la variable x puede tomar cualquier valor real.
Imagen: la imagen de la funcién coseno hiperbdlico son los reales mayores e iguales a uno. (y = 1)

Simetria: Para la funcidn coseno hiperbélico se cumple: cosh(-x) = cosh(x), luego es una funcion par,
por consiguiente es simétrica respecto al ejey.

Monotonia: La funcidon no es monétona, ya que creciente y decrece en su dominio, la grafica permite
observar esta situacion.

La grafica: Para graficar esta funcidbn se utiliza como referencia las siguientes funciones.

y = Lex y y = e
2 2

Esto debido a que la funcidn cosh(x) es una combinacion de estas.

X
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Grafica Funcién seno hiperbdlico:

TANGENTE HIPERBOLICA:

La funcidn tangente hiperbdlica denotada por f (x) = tanh(x), se define de la siguiente manera:

e —e™*

tanh(x) =
()= e

Dominio: Todos los reales, ya que la variable x puede tomar cualquier valor real.

Imagen: la imagen de la funcién tangente hiperbdlico son todos los reales comprendidos en el
intervalo (-1,1).

Simetria: La funcién tangente hiperbdlica es una funcién par, por consiguiente es simétrica respecto al
origen de coordenadas.

Monotonia: La funcién tanh(x) es monétona, ya que es creciente en su dominio.
Asintotas: Esta funcion tiene dos asintotas horizontales,en y=1y y=-1

La grafica: Para graficar esta funcién se utiliza como referencia las funciones combinadas de seno y
coseno hiperbdlicos.

Grafica Funcién tangente hiperbdlico:
12

Asintotas

@.5 1 1.5

Asirtotas
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COTANGENTE HIPERBOLICA:

La funcion cotangente hiperbdlica denotada por f (x) = coth(x), se define de la siguiente manera:

e’ +e”
coth(X) = ———
e* —¢€

=X

Dominio: Todos los reales, diferente de cero; es decir, (— 00,0) O (0, 00)

Imagen: la imagen de la funcidn cotangente hiperbdlico son los reales comprendidos en los intervalos

(— oo,—l) [l (l oo)

Simetria: La funcién cotangente hiperbdlica es una funcion impar, ya que cumple la condicion coth(-x)
= -coth(x), por consiguiente es simétrica respecto al origen de coordenadas.

Monotonia: La funcion coth(x) es monoétona, ya que es decreciente en su dominio.

Asintotas: Esta funcion tiene dos asintotas horizontales, en y=1 y y =-1. Ademas una asintota
vertical en x = 0.

La grafica: Para graficar esta funcion se utiliza como referencia las funciones combinadas de coseno y
seno hiperbdlicos.

Grafica Funcién cotangente hiperbdlica:

Y

3 e’ +e "
coth(x):ﬁ
> e” —e
. Meilotas g N —
ks
-3 -2 -1 1 2 3
_1 _ o
Asintotas
-2
-3

Para las funciones secante y cosecante hiperbdlicas, se hace un resumen en el siguiente cuadro.

FUNCION DOMINIO IMAGEN SIMETRIA MONOTONIA | ASINTOTAS
Sech(x) Los Reales Intervalo (0, 1] | Respecto  al | No es|y=1
ejevy. mondtona y=0
Csch(x) (-a,0)U(©0,a) | (-0,00U (0, a) | Respecto al| Monotona. Es|x=0
origen decreciente en |y=0
su dominio
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Gréficas:

Funcion secante hiperbdlica:

Leintotas

Fix)=sech{x)=

e +ea

Funcion cosecante hiperbdlica:

Asintota / 1

\

(x)=cschix)=

2" -z

-¥

= -1

Leccion Treinta y seis: ldentidades de las funciones hiperbdlicas.

IDENTIDADES BASICAS:

Dentro de las identidades bésicas se presentan las siguientes categéricas:

1. Identidad Fundamental Uno: Analogamente a la identidad fundamental de las trigonométricas, en
la hiperbdlicas se tiene una identidad fundamental..

cosh®(x) — senh®(x) =1
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Demostracion:

Por la definicion de las funciones seno hiperbdlico y coseno hiperbalico.
[e‘ +e* Jz _(e‘ —e”* Jz _&+2de*+e> @ -28e* +e” _ & +2de* +e> - +26e -

2 2 4 4 4
X —x\2 X _ A~ X 2 X
e+e) [e-e”) _4€e — e =1

2 2 4

2. ldentidad Fundamental Dos:

sech?®(x) + tanh*(x) =1

Demostracion:

Por la definicién de las funciones secante hiperbdlico y tangente hiperbdlico.

ex + e—x ex + e—x e2>< + 2 é< e—x + e—2>< e2>< + 2 é( e—x + e—2>< e2x + 2 é( e—x + e—2x
4+ -2d'e”* +e> _2+e¥+e™ _
e2x + 2 é< e—x + e—2>< 2 + e2x + e—2x

( 2 jz J{ex —e‘sz _ 4 L& -2der+e™ _a+e” -2de +e”

1

3. Identidades de Cociente: Estas se obtienen por las relaciones de seno hiperbdlico y coseno
hiperbdlico.

senh(a)

) tanh(a) = cosh(@)

Demostracion:
X =X

Como tanh(x) :%
e +e

ex _e—x X —X
seni{x) _ A _e -e - tanh)

Pero: tanh(x) = =
cosh e +e™” e +e™”
&) A

o) coth(a) = —:i?&

Demostracion:

Con los mismos argumentos utilizados para la tangente, solo que en este caso el cociente es coseno
hiperbdlico sobre seno hiperbalico.
e*+e
Como coth(x) = ——
ex _ QX

—X
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Pero: coth(x) =

cosh() _e +eA et +e”

4. ldentidades Reciprocas:
aplicar el reciproco, se obtiene nuevos cocientes.

senl{x) e —e‘% et -e*

coth(x)

Se les llama de esta manera debido a que a partir de la definicion, al

a-)
senh(a) =

1

csch(a)

Reciprocamente

Demostracion:

csch(a) =

senh(a)

1

Se deja como ejercicio para hacer en forma individual.

b-) cosh(a) =

1

sech(a)

Reciprocamente

Demostracion:

sech(a) =

1

cosh(a)

Como ejercicio para realizar con el grupo colaborativo.

c-)
tanh(a) =

coth(a)

1

Demostracion:

Como ejercicio para trabajar con el grupo colaborativo y compartir con el Tutor.

5. Identidades Cuadréaticas:
obtienen otras identidades llamadas cuadraticas.

Reciprocamente

coth(a) =

tanh(a)

1

a partir de la identidad fundamental y las identidades de cociente, se

a-)

tanh®(a) =1- sech®(a)

Demostracion:

A partir de la identidad fundamental

cosIt (a), entonces:
cosif(a) _senf(a) _

1

cosi?(a) cosH(a) cost(a)

Despejando se obtiene: 1-tanif (a) = sed?(a) =>=1-seh?*(x) = tanif (x)

b) |coth®(a) =1+ csch?(a)

== 1-tanl’(a) = sech*(a)

cosit (a) - sentf(a) =1, dividimos toda la expresién por
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Demostracion:

De la fundamental, dividimos por serf(a), entonces:
costf(a) sentf(a) _ 1

senfi(a) senfi(a) senf(a) coth?(x) -1 = csch?(X)

Despejando tenemos: coth®(x) —1= csch?(X) == coth?(x) =1+ csch?(x)
IDENTIDADES DE SUMA Y DIFERENCIA:

&) |senlfa £ B) = senlfa) coshB) + coshf)senlis)

b} |cosh@ = B) = cosh@) coshB) + senlfa)sentis)

IDENTIDADES DE ANGULO DOBLE:

' senh(2B) = 2senh(£) cosh(B)

Demostracion:

Sabemos qué senHla + () = senl{a)cosh(B) + cosh@)sen{), pero como a = B  entonces:
senl{a + a) = seni{a) cosh@) + cosh@)sen{a) = seni{a) cosh@) + seni{a) cosh@)

Operando: senl{a +a) = 2senl{a) coshg@)

Asi queda demostrada esta identidad.

Demostracion:

Siguiendo la misma metodologia del caso anterior.
cosh@a) = cosh@ +a) = cosh@r) cosh@) + senlfa)seni{a) = cosit (a) + senH (a)
Asi cosh@a) = coslt (a) + senif (a)

IDENTIDADES AL CUADRADO:

cosh(2x) -1 cosh 2(x) = cosh(2x) +1
2 2

senh?(x) =

IDENTIDADES DE ANGULO MITAD:
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Leccion Treinta y siete:  Funciones Hiperbolicas Inversas

De las funciones hiperbdlicas: senh(x), tanh(x), coth(x) y csch(x) son inyectivas, luego tienen inversa.
Para el caso de cosh(x) y sech(x), por no ser inyectivas, se les debe restringir su dominio.

El siguiente cuadro resume las funciones hiperbdlicas inversas, en donde se presente la palabra
investigar en para que usted estimado estudiante, indague en diferentes fuentes para encontrar la
respuesta a dicho interrogante.

FUNCION | DOMINIO | IMAGEN | SIMETRIA | MONOTONIA | EXPLICITA
Senh™(x) Reales Reales Impar Creciente Ln(x +x%+ 1)
2
Cosh™(x) x=>1 y=0 Investigar Creciente Ln(x TVXTH 1)
Para x=>1
1 . 1 1+x
Tanh™(x) | -1<x<1 Reales Impar Creciente > Ln 1—x
Coth™(x) | Investigar | Investigar | Investigar Investigar Investigar
LN 1++/1-x?
Sech™(x) O0<x<1 y=1 Investigar Decreciente X
Para O0<x<1
Csch™(x) | Investigar | Investigar | Investigar Investigar Investigar

Del cuadro surge una pregunta ¢Coémo se obtiene la forma explicita de la funcion? A manera de
ejemplo desarrollemos la del cosh™(x).

9 e +e” <y
Sea Yy =cosh™(x) :T:: 2y =¢e* +e
La dltima expresién la multiplicamos por 2e*, luego:

4ye* =2e* (e* +e™*) =>= 4ye* =2 +2

Dividimos por 2 toda la Ultima expresion e Igualando a cero se obtiene:

2ye —e* -1=0

Ajustandola a una ecuacion cuadratica:

(€)" - 2y(e") +1=0
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2y + +/(2y)* - 4
Entonces: € = y (2Y) =y+\/y2_1AS|': eX = y+4y?-1

2

Despejando la variable x:
Ln(e*) = Ln(y+4y?-1)=>= x=Ln(y+4Yy*-1)

Asi, aplicando la definicidn de inversa:

f _l(X) = Ln(X+\/ X2 _1) para X =1

En el pequefio grupo colaborativo se debe trabajar en la demostracion de las demas funciones
explicitas de las hiperbdlicas inversas. Luego se debe socializar con el tutor para aclarar las dudas
encontradas.
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EJERCICIOS

1. Hallar el valor de f(x = a) para las funciones dadas.

2_

a-) f(x)=seni{x) Parax=0y x=1 Rta: y = e -1
4 _ 8 _
b-) g(x)=tanh(x) Parax=2y x=4. Rta: e4 L es 1
e +1 e’ +1

2. Dada la funcion f(x) = 4cosh(x). Cual seré el valor de la funcion para:

a-)x=0 Rta: 4
s 2
b-)x=2 Rta: 2e" +—
e
3. Verificar que:

a-) cosh(x) + senh(x) = e*

b-) cosh(2x) + senh(2x) = e*
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AUTOEVALUACION UNIDAD DOS

. X—4 .
1. Parala funcion g(Xx) :ﬁ Cual sera el valor de x para:
x —

a)g(x) =0
b) g(x) = -3

2. Demuestre que la funcion y = es decreciente.

2-X
3. Demuestre que la funcién y=+/4x> -5 es creciente

4. Demuestre que la funcién y = x> +4x es simétrica respecto al origen de coordenadas.

5. ¢ En qué condiciones una pardbola y una circunferencia es funcién?

Dada las funciones f(x) = x+1

6. T(X)* g(x)
f(x)
" 9(x)
Sean f(X):4SEF?(X) y g(X)=4CO§(X) Hallar:

g(x) :X;A' Hallar.
3x

s. f(X)+9(X)
f ()
> g(x)

Dadas las siguientes funciones, hacer la descripcion identificando: Dominio, Imagen,
monotonia, simetria, grafica.

10, F(¥) =]2x]

11, F(X) =2x* =5x
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Para las funciones dadas, identificar dominio, imagen, simetria si la tiene, monotonia si la
tiene, asintotas si las tiene y hacer una bosquejo de la grafica.

12. g(x)=x* +2x°

3X
13. h(x)=
™ X+4
14. q(x) =
100 =
15. La concentracion de un farmaco en la sangre, esta dado por la funcion:
c(t) = 28 5 (thoras)
(t+2

a-) ¢ Cual seréa la concentracion inicial del farmaco?
b-) ¢ Cuanto farmaco hay a las 4 horas?
Describir las funciones dadas a continuacion, incluyendo la gréfica.

6 1(X) =107

17. M(X):ex +4

18. f(X) =Log, (4x)
19. h(X) = Log (x+ 4)
20. N (X) = Ln (ZX) + 6
21. K (x) = Ln (gj
22. N(X) = Ln(2x)+6

23, K(X) = Ln(g)

24. Para las funciones definidas, hallar las restantes y hacer la gréfica explicativa.

V10

a-) sena) = e b-) tan(@) :%

25. Hallar el valor de las expresiones propuestas:

a-) ser((%)+ cos(%) b-) tan((%)+ cot(%)— ser{0)
c-) sec(%)+ csc(%)+ cot(%) d-) 3003(5%)— 4tan(7%)+ 35en{11%)

26. Lalongitud del arco de un sector circular, en una circunferencia mide 37,7 cm. si el angulo es de
21/ 3, ¢Cudl sera el valor del radio?.
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Para Las funciones dadas a continuacion, a partir de la funcion base, identificar cuéles fueron los

cambios presentados y hacer la gréfica.

27. 9(x) = 2|x + 3| - 4

2g. h(X) =4y x-1

20. P(X) =3+ et

0. S(X) =4 cos(x — n)

De las siguientes funciones determinar si son inyectivas y justificar la respuesta.

31. p(X)=v4-x*

4% - 2x

1

32. m(x) =

Las funciones dadas a continuacion son inyectivas, hallar la funcién inversa y su dominio.

33. f(x)=10-4x
4x

34. g(X) =——
909 =,

35. I(x)=4-x°

Para cada una de las funciones dadas, identificar la inversa.
eX

36. N(X) =—
4

2+ X
37. N(¥)=Lo Tj

38. Para las funciones dadas a continuacion, graficas la funciéon y su inversa.

2y 9(¥) =€" 1) J(x) = 3Log (2x)

Hallar el valor de y para las siguientes funciones.

39. y=tan™ (01743
40. y=sec™ (10353
41. ser(cos™ (0707))
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42. tan™ (cos%))

43. Demuestre que si f(X) =senl{x), entonces: f ™(x)=senh"(x)= Ln(x+ NG +1)
Una ayuda: senh(x) + cosh(x) = e* y que: cosh?(x) + senh?(x) = 1

44. Un cilindro circular recto de volumen V, altura h y radio R tiene una altura el doble del radio.
Expresar el volumen del cilindro como funcién del radio.

— 2 : . .
45, Sea la funcién g(x) =X -8 el punto (X, y) esté sobre la grafica de g(x), Expresar la distancia D
gue se presenta desde p(x, y) al punto g(0, -1) como funcién de x.

46. En una investigacion se determino que el area del cuerpo es su superficie estd dada por:
Log(A) =—2144 + 0,425Log (m) + 0,725Log (h)

Donde: a = &rea superficial, m = masa del cuerpo en Kg y h = altura en metros.

Resolver:
a-) Una persona tiene 75 Kg de peso y 1,80 metros de altura. ¢Cual seré e larea superficial de sus
cuerpo?

b-) Una persona pesa 68 Kg, su area superficial es de 0,05615 m ? ¢ Cuél seré sui estatura?

¢-) Para montar un juego mecanico, la persona debe tener maximo 60 Kg de peso. José es medido y
presenta un area superficial de 0,0725 m ? y una estatura es de 1,92 metros.
Podra José montar en el juego mecénico?

47. El pentdgono de los EE. UU. Tiene forma de pentagono regular, cuyo lado mide 981 pies. ¢ Cual
sera el area del pentdgono?

48. Un deslizadero forma un angulo de 35 ° con la horizontal, si la distancia del punto donde llega el
deslizadero en tierra a la horizontal donde inicia éste es de 100 metros, ¢Qué longitud tiene el
deslizadero?

49. Una de las 7 maravillas del mundo es la piramide de Keops, su altura original fue de 480 piesy 11
pulgadas. Pero con el tiempo ha presentado pérdida de piedra, asi su altura ha disminuido, segun la
figura. ¢ Cudl sera la altura actual de la pirdmide?

o= 46,27
8 =40320"
i) o
100 pies
I e
! 200 pies
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Reducir a la funcion trigonométrica propuesta los siguientes ejercicios.

sen(x) N 1+ cos()
“1+cosx)  sern(X)

En funcién solo de csc(x)

Demostrar las siguientes identidades trigopnométricas.
V2
51. cosf — % = 7(003@) + ser(t))

cos(’x) + cos)
sen(7x) + sen(x)
tan(x—y) _ sen2x) —sen2y)
tan(x +y) - sen2x) + sen2y)

52.

= cot(4t)

53.

Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas para la circunferencia unidad. Por favor hacer todo
el procedimiento.

54. sen3x) + sen5x) =0

3 o)\ _
55. ZSE{EHJ CO{EJ =send)
56. /&ZOSQ() =1

57. 2ser(a) +3,/sena) =0

58. Las casas de José y Alberto estan al dados opuestos del rio, un Ingeniero debe hacer un puente
gue comunique las dos casas, para lo cual ubica a 100 metros de la casa de José por la misma orilla,
el Teodolito (aparato para visualizar puntos distantes) obteniendo los siguientes datos: El &ngulo entre
las casas y el teodolito es de 50°, siendo el teodolito el vértice. EI angulo entre las casas y el teodolito
es de 40°, siendo la casa de José el vértice. ¢ Cudl sera la longitud del puente?

59. Para medir la altura de una montafa, un Topdgrafo determina que el angulo de elevacién desde su
ubicacién a la punta de la montafia es de 25°, luego camina 100 metros y mide el nuevo angulo el cual
fue de 15° ¢ Cudl sera la longitud de la punta de la montafia hasta la ubicacion inicial del Topégrafo?

60. Dos autos parten de una interseccion de dos carreteras, cuya separacion es de 80°, uno viaja a 80
Km/hr y el otro a 100 Km/hr., al cabo de 45 minutos ¢ Qué tan separados estaran los autos?

61. Dadas las funciones f(x) = 3coth(x) y g(x) = 4sech(x). Cudl sera el valor para:
a-)x=1.
b-)x=5

62. En un cuadro hacer un paralelo de las funciones hiperbdlicas, identificando similitudes y
diferencias.
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LABORATORIO
Para desarrollar este laboratorio, debemos tener di  sponible el software MAPLE.

Gréficos de Funciones:

Se habre el software, se recetea, escribiendo restart, lo que indica que podemos iniciar sin
problema. Luego se invoca: [juntion]() : para trabajar con funciones.
Cuando se pulsa clic derecho, hay diversos opciones para mejorar la presentacion.

0(F) Hojz de Calculo (5)  Herramient tas (T)  Ventana (W) Ayuda

o B 2 @

D2Bae8® @R S5
(prooss | [ €ED
P Maple Coud (_C maple
BMensao || || restart
»resn [fumtion] () :
e 5

Riihdee t20)
»%ﬁmm
[
Poww

BIU BEl== B =&

Con estos pardmetros se esta listo para iniciar el trabajo de graficar funciones.‘

Av e nl-llx

Memoria: 0.68M Tiempo: 0.015 Modo de Texto

7. MB v T8 =" EL]

29/06/2011

o Tabla Dibujo Gréfico () Hoja de Caleulo (S)  Herramientas (T)  Ventana (W) Ayuda
EE ¢+ N1 0%e ¢ W& 2 @

= B Dibujo Plot d oal
—_— ¥) (imstenronn. ¥) (2 ¥) B I U EE= B =i
T — 1 —Txt10 ™7
. - Funcion Cuadritica
Lz 400
— ___JF 200
— 200
o 100
T —— 10 3 i} 3 10
b X
Negacdy 42 —3x
= — === @
p £-1
v Opesedoces Ploi(g(x))
—EaE e 300
i ++ 400
* § * x = ox 300
) 200
= ! 100
S AN
- & t -2 1‘ -100 2
MAMNL VY -2m
-300
WY Vyes L4
Sl s il
® Listo. Memoria: 0.68M Tiempo: 0.01s
/ | .‘ & { o e | 1
i B ~ "2 m o 1|
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Ahora funciones trascendentales: Exponencial y logaritmica.

8 sim Titulo () -
Archivo () Editar Ver Insertar Grafico (P) Hoja de Caleulo (5) (M) Ventana (W) Ayuda
L2ESS ¥ adm @ M1OHs ¢ Bax @ @
o T . ot on et
[’TJ taple Plol ) (Times ew Reman BIu =[E= &b =i=
}Manusmm i
P Expresion 7 ]
P Unidaces G0 plot( f(x))
- Funcién Exponencial
B> Unidades (FPS) 0
bsivbdos corunes .
10
5
1 o o k] 1
g'=log(3x)
I n(3x) @)
plotiglx))
Funcién Logaritmi
10
1 -5 0] 5 puj
; x
-10 |
- v

Memoria; 0.63M Tiempo: 0.01s Modo de Texto

"t @

Ejercicios: Graficar con Maple. Identificando el dominio, imagen, simetria y monotonia.

5x -1
1.g(x)=—2x_6
1

\Vx? -16
3. f(x)=|4x

2. h(x) =

Para las funciones trigopnométricas: En la pagina principal, se va por herramientas, tutoriales,
precalculo, funciones estandar. Alli encuentra todas las funciones trigonométricas, donde
pueden programar la que desee.

Tabla Dibujo Grafico (F) Hoja de Calculo (S) [Hemamientas (1) ] Ventana (W) Ayuda

=
D2ESSs &l 5¢ TP = M O Asstentes »J,i
s . G owe o = — Tutoriales r‘ Calculo - Multi-Variable  » e
[ Tente @R ibujo o i
| Favonitos Ir c = = Tareas (K) M Céleulo~En Una Variable »
e (T 2oimpu =) (Times tewReman ¥ ) (12
| B> Maple Cloud J S = < P ‘ Complex Variables »
_———— Cargar Paguete G mmee .
— cuaciones Diferenciales »
» = Descargar Paquete |
T — Algebra Lineal »
2 Eﬁ!ﬂ: - Corrector Ortografico... (5) F7 Numerical Analysis »
P- Unidades (S) Completar Comando. | recalculo b Funcion Compuesta...
P> Unidades (FPS) Base de Datos de Ayuda (H) M Calculo Vectorial » Coni
> Simbolos Comines. Opciones.
B Matiz Comprobar Actualizaciones.. (U)

= & = IEE]
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El ejemplo bésico que aparece es el siguiente:

s

Archive (F) e Insetar Formato  Tabls Dibujo Grafico (P) Hoje de Cilculo (5) + jentas (T) Ventana (W) Ayuds

D2BESS YmEB S5 TP @« N1 O%e o Bax @ B

2l Tedto @ITED Dibujo  Plot  Awimacion Ocultar
(_C m1put ¥ (Tmestewtomsn ¥) (2 ¥) B[I]U [E]== O ==
Define Function
1 )
=)+ = sin() ]
a=1 [b=[t
h= [k=|o
Display ] [ Plot Options. ] [ Close ]
Maple Command
plots[aisplay] ( [plot(sin(x), % = -5.00 .. 5.00, view = [-5.00 ..
5.00, -1.20 .. 1.20], discent = true ) ]);
>~ ||« L3

Memoria: 43.92M Tiempo: 4.36s Modo Matemético

A partir de este se puede graficar el que se desee.

Ejemplo: f(x) = 2sen(3x). En la grafica es la de color azul.

s Tiio
Archivo (F) Editar Ver Insetar Formato  Tabla Dibujo Grafico (P) Hojade Calculo (5) Herramiertas (T)  Ventana (W) Ayuda

L2BaS& B 5¢ TP @ MIO%e ¢ Bax @ B

| “l| @D matemitica  Dibujo  Plot  Animacion

Ocultar

)=t v

bl + = 2an(3%)

[ Deay | [ Patations |

Maple Command

plotsdisplay] { [plot{sin(x), x = -5.00 .. 5.00, view = [-5.00 .. 5.00, -2.40
. 2.40], discont = true ), plot( Z*=in(3*x), % = -5.00 .. 5.00, y = -2.40 ..
2.40, 'discont' = true)l):

r
Memoria: 43.92M Tiempo: 4,365 Mado de Texto
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Ejemplo: f(x) = 3cos(2x+2)+4. La gréfica es la de color azul.
a=3,b=2,h=-1,k=4

(B8 Sin Titulo (1)* -
Archivo (F) Editar

D2BES$S ¥B@d 5¢ T

i
InsertarFormato  Tabls Dibujo Grsfico (P) Hojade Calculo () Herramientas (T)  Ventana (W) Ayuds

s MIOPe ¥ BRE 2 B

0 =[ost v

a*flb=(ch))+ = [3cos(2x+2)+4

L

o L
* 3 * ox oox
I Ni= | -
iplots{display] ( [plot(cos(x), X = -6.00 .. 5.00, view = [-6.00 .. 5.00, -1.20 ..
L& T AN 7.601, discont = true ), plot( 37C0s(27%+2)%4, X = -6.00 .. 5.00, ¥ = —1.20 ..
AAAL VY 7.60, ‘discont' = true)l):
WY Vyes il
3Av . o0l
© Evaluando. Memoria: 43.92M Tiempo: 4.365

Ejemplo: f(x) = tan(2x-6)+2. La grafica es la de color azul.
a=1, b=2,h=3, k=2

Vista @

| Insear  Diseiadepaging  Referencias

! PR |aaBbCet | aspbce A@BI aasbca AaBbCc ammvcoa AaBbCer
oar ymwmmﬂ‘l“ £ 5 - ke x, ¢ Aa- |- A-| =|i=-|[&- ||| rnoma | nTkue  tTRue:r  nTRuez  TTRwies  MTRulos  TSinespa. o
2 w

Portapapeies | Fuente Pamata |

[[anar e - A
|

TN RN MR IR

Ejemplo: f(x) = 3cos(2x+2)+4. La grafica es la de color azul.
3, b=2h=1,k=4

a=3, b=

Ejercicios:
Graficar las siguientes funciones:

1. f(x) = cot(6x)

2. g(x) = 4sen(2x)

3. h(x) = 5cos(x-4) + 2
4. m(x) = sec(2x+4) — 3
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Operaciones con Funciones:

Para operar funciones, se procede de la siguiente manera: Para invocar el paquete se pulsa
herramientas,... cargar paquete,... funciones matematicas.

or afico (P) Hoja de Calculo (S) [Herramientas (T)_| Ventana (W) Ayuda

D2ESS XH S TP & MIOFS Asistentes. v

[ | S EED e Pt = ;:Ea;;m caltar
F— (G 1en ¥) (Tmesnewromsn, T ) -

A De_stargav Paquete

-t T Corrector Ortogrifico.. (5) ]

IrUnidades (s1) ol Criranci

P> Uridades (FPS) Base de Datos de Ayuda (H)

b Simbolos Comunes O

PMatriz

Comp: ualizacion es... (U)

« OsBpm |
& 30/06/2011

Cuando aparece la hoja cargada con el paquete, se debe pulsar: [> en la parte superior de la
ventana, asi se puede trabajar. Veamos algunos ejemplos el Maple.

8] sin Titulo (1)* - Server 1] 7
Archivo (F) Editar  Ver Insertar Formato

Tabls Dibujo Grafico (F) Hoja de Calculo (5) Herramientas (T)  Ventana (W) Ayuda
DE2BSE LB® 5¢ TP B e NI1OBS v B 2 B
el k-
e || (Cmms ¥) (Tmstewromn. v) (2 ¥) B[I|U [El== TG ==
P Marusarita
| SR
P unidades (51 > a=xX+2x—4
I Unicades (P5) a=C+2x—4 m
T > =32 —10x+5
—_— b:=32F —10x+5 @
P Matriz 2
—_— > a+h
L[ﬂ‘“‘f‘-'“ J S i B )
T (x—2)
> Reacionaks L = @)
B Relacenales Redendos T

— x
P> Negacién _x—4 ©
——0lIk Tl
T — > m—n
s J 3x+4  x—4 ®
- Letras Sin Relleno L x=2 x—1
braer [> p=Tsen(3x) +5
BEowa ) ||[> = 10ces(4x) — 10
Riltciines g:=10cos(4x) — 10

=> pta

Suma y Resta de dos funciones polinomicas. I

pr=Tsen(3x) +5

7sen(3x) — 5 + 10 cos(4x) ©
<||% '
® Listo Memoria: 0.68M Tiempo: 0.01s Modo Matemdtico

. @ i 4, 9208pm.
e+ @Ee

Ejercicios:

1. f(x) = 10x® + 5x* -7x +2 y g(x) = 15x° — 8x +10
2.fx)=3x—-12 y g(x) =10x"—4x + 14

3.f(x) =6e* +5x+2 y g(X) = 4e*+8x—2

4. f(x) =5sen(2x) —10 y g(x) =4cos(3x) — 5
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Identidades de Funciones Trigonométricas e Hiperbdl

icas:

En la misma hoja, se puede resert, para luego trabajar con funciones trigonométricas e

hiperbdlicas.

Para resolver expresiones con funciones trigopnométricas e hiperbolicas se escribe: simplify

(expresion) automaticamente da el valor real de la misma.

Para resolver identidades, se pulsa simplify (expresién), aparece la equivalencia de la

expresion dada.

Para conocer la equivalencia de las identidades fundamentales: expand (expresion) y se

observa dicha equivalencia.

Veamos algunos ejemplos:

B i Tl o

Archivo (F) Editar Ver Insertar

L2BSS (bR

Formato.  Tabls Dibujc Grafico (P) Hoja de Calculo (S} Herramientas (T} Ventana (W) Ayuds

S5¢ TP E @« N1 O%e o B 2 B

Lp Favoritos ‘I N

("

wjo  Plot

B Manuscrito

REassn

- Uridades (ST)
pundsces ()
- Simbolos Comunes

P Matriz

I Componentes

( C 2o Input ) lews Romary

Funciones Trigonométricas.
7> sz}npléﬁ»( sin(.t)z + cus[_‘c)z)

s> simpisfyl sitih(x)® — sinh(x)?)
0
> expand(sin(x-y) )
| sin(x) cos(y) — cos(x) sin(y)
[> expand(cos(x +y) )
| cos(x) cos(y) —sin(x) sin(y)
[>
> expand(tan(x+y))
tan(x) + tan(y)
i 1 — tan(y) tan(x)
> szmpfgfv( (tan(x) — sec(x) )2)
_ ~1+sin(x)
| sin(x) +1
[> simplify( sec(x) -tan(x) )
sin(x)

l:os()()2

sin(x) -cosfx)

=> Szmpf{'fy[ {M] ]

@

@

n

Ejercicios:

Memoria: 0.68M Tiempo: 0.01s Modo Matematico

S )

Hallar el valor de:

1. sec?(x) — tan?(x)

2. cosh?(x) — senh?(x)
3. cot?(x) — csc?(x)

Determinar la equivalencia de las siguientes identidades fundamentales:
4. sen(x +vY)

5. cos(x —y)
6. tan(x +y)

0316 pm. |

30/06/2011

275



Resolver las siguientes identidades:
cos(x) _1+ sen(x)
"1-ser(x)  cos(x)

9 cos’(x) — sert(x)

o056 - ser() =1+ \/senz (x) - serf (X)

10 cos() —cos’(x) _ 1-cosf)
" ser(x) cos) ser(x)
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CAPITULO SIETE: GEOMETRIA ANALITICA

INTRODUCCION

La geometria analitica o llamada también “Geografia Matematica” es la ciencia que combina
el Algebra y la Geometria para describir figuras geométricas planas desde el punto de vista
algebraico y geométrico. Esto se podria resumir diciendo que dada grafica, se debe encontrar
una ecuacion que la describa matematicamente, o dando el modelo matematico, hacer la
figura que la muestre graficamente.

La Geometria Analitica fue desarrollada por el famoso Filosofo y Mateméatico Renato
Descartes (1.596 — 1.650) quien a partir del planteamiento del plano cartesiano; también de su
autoria, desarrolla toda la teoria geométrica, para darle nhombre matemético a las figuras
como la elipse, parabola y otras.

En este orden de ideas, el trabajo a desarrollar sera el andlisis de diversas figuras
geométricas como la recta, la circunferencia, la parabola, la elipse y la hipérbola, a las cuales
se les describird los pardmetros que las explican claramente. Se estudiardn las ecuaciones
canonicas, la general vy finalmente el andlisis de la ecuacion general de segundo grado.
Ademas se requiere el andlisis de la traslacién de ejes coordenados y algunas aplicaciones
de éste tipo de figuras.

En muchas areas de las Matematicas son necesarias el uso de las sumatorias y productorias,
tal es el caso de la Estadistica, para calcular el promedio aritmético y promedio geométrico.
En calculo integral, para el estudio de las integrales definidas se requiere el uso de las
sumatorias, en Algebra, la solucidbn de un expansion binomial requiere el uso de las
productorias; ademas, en diversas areas de la Ingenieria las sumatorias y productorias son
insumos para resolver diversos problemas. Lo anterior ha motivado el estudio de las
tematicas referentes a Sumatorias y Productorias.
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Leccion Treinta y ocho:  Analisis de la Recta

Generalidades: De las figuras geométricas la mas sencilla y més conocida es la recta, ya que los
pardmetros que la caracterizan son en general sencillo y de mucha utilidad. Desde tiempos antiguos
se sabe que la distancia més corta entre dos puntos es una recta, lo cual es evidente. De las métricas
de distancia la mas comun es la “Distancia Euclidiana”, aunque existen otras que son importantes.

En este leccién se analizara la recta desde el énfasis de la distancia euclidia entre dos puntos, sus
parametro, su gréfica. Pero ademas es pertinente hacer el andlisis de rectas perpendiculares, rectas
paralelas.

Se presentan las tematicas de manera sencilla pero con rigurosidad matemética, para que el
estudiante se sumerja en este interesante tema de la recta, sera de gran satisfaccion.

DISTANCIA EUCLIDIANA:

A través de la historia de las Matemaéticas, la distancia ha sido un
concepto de gran trascendencia  por su utilidad, desde la
antigiiedad se buscaron formas de determinarla. Fue EUCLIDES,
el gran matematico nacido en 300 afios A: C: en Alejandria (Egipto)
guien dio una solucion para determinar la distancia entre dos
puntos. A partir de conocido teorema de Pitagoras, establecio una
técnica para determinar la distancia entre dos puntos.

¥ a
FUENTE: euler.ciens.ucv.ve/matematicos/images/euclides.gif

Sean los puntos Pi(X1,Y1) Y P2(X2,y2).

d = distancia entre P1 y P,

AX =X, =X

Ay=y,-y

Por el teorema de Pitagoras:

d = \/(Xz B X1)2 i (yz . Y1)2

Para sefalar la distancia euclidia, generalmente se describe como: d(P1P,), lo cual se determina por
la formula anterior. Es pertinente aclarar que d(P,P2) = d(P,P,),

Ejemplo 229:

Sean los puntos (-2, 4) y (2, 5), determinar la distancia entre dichos puntos.
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Solucion:

Tomemos P;(-2, 4) y P»(2, 5), entonces por medio del teorema de Pitagoras:
d=42-(-2)2+(B-4)?2 =/16+1=417

Entonces la distancia entre los puntos dados es de /17

Ejemplo 230:
La distancia de los puntos (0, 15) y (15, 0) sera:
Solucién:

P1(0, 15) y P,(15, 0), entonces por medio del teorema de Pitagoras:
d =./@5-0)% + (0-15)% =+/225+225=4/450 0 2121

Ejemplo 231:

La distancia entre dos puntos es de +/25, uno de los puntos es P(17, 5) el otro punto Q(20, y). Cual
ser& el valor de la coordenada y en el punto Q.

Solucién:

A partir del teorema, debemos despajar la coordenada que es la incognita.

d=y0% = %)2+(y, - y,)? ==+/25=/(20-17)% +(y, -5)% == /25= 3% +(y, —5)

Eliminando raiz: 25=9+(y, —5)*

Despejando la incognita: 25-9=(y, —5)? == 16=(y, —=5)2 == /16 = +/(y, - 5)?
De nuevo eliminando la raiz: 4=(y, —5)

Entonces: y, =4 +5=9. Asilos puntos son: P(17, 5) y Q(20, 9).

Ejemplo 232:

El area de un triangulo rectangulo es 12 cm?, uno de los vértices del triangulo en el punto P(0, 0),
otro vértice es Q(x, 4). jCual es la coordenada x del punto Q y cual es al distancia PQ?

Solucion:
y Una gréafica nos ayudara a resolver el problema.
%, bxh
e Como A=——
A = Area del triangulo
b = Longitud de la base
P . h = Longitud de la altura
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La longitud de la base, es precisamente la coordenada x del triangulo; entonces:
bxh
==

Asi, x = 6. Ahora para hallar la distancia entre los puntos: P (0, 0) y Q (6, 4).

d= \/(6—0)2 +(4-0)2 =+/36+16 =452 Ladistancia PQ es de /52

LA RECTA:

En geometria un de los conceptos mas importantes es el de La Recta, dar una definicion de recta es
relativamente facil, todos conocemos una linea recta, la dibujamos, la construimos, pero busquemos
un acercamiento a una definicién sencilla pero muy técnica.

DEFINICION:

Una recta es una sucesion de puntos colineales; es decir, puntos ubicados
uno tras otro de tal manera que uno esconde al anterior cuando se observa la
fila de frente: El concepto de colineal, se puede explicar diciendo que cada
punto de linea recta no se sale de la linea.

Parametros de la Recta:

Toda recta tiene una serie de puntos P(X, y) que satisfacen una Ecuacion, unos parametros, una
ecuacion candnica y una general, ademas de una gréfica.

Los parametros de la recta son:

- La Pendiente : Se simboliza con la letra m, esta relacionado con la inclinacién que tiene la recta
respecto al eje x. Para determinar la pendiente de una recta se requiere solo de dos puntos. Como
una recta presenta desplazamiento respecto a los ejes x e y, la pendiente la determina la relacién de
éstos.

— Ay = Desplazamiento en el eje
_ Ay _y,—y, | fy=Des je

m

B A X X2 — Xl Ax = Desplazamiento en el eje x

Observando la gréfica, se puede determinar que las
coordenadas de los puntos son:

Pi(X1, Y1) Y Pa(X2, Y2)

Identificando dos puntos, se puede determinar la
pendiente de cualquier recta.

Segun el valor de la pendiente (m), la recta puede
tomar varios comportamientos:
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Cuando m > 0: La recta presenta inclinacion hacia la derecha, (positiva) es decir, el angulo es
agudo (0 <8 < 11/2)

Cuando m < 0: La recta presenta inclinaciéon hacia la izquierda (negativa), es decir, el angulo es
obtuso. (/2<0 <)

Cuando m = 0: La recta es horizontal, luego el &ngulo es cero 6 = 0.

Cuando m = =, Se presenta una indeterminacion, la recta es vertical. 8 = 11/2

Ejemplo 233:

Dados los puntos P (-4, -1) y Q (5, 2) determinar la pendiente de la recta que pasa por dichos puntos.

Solucién:
Se define Py(X1, Y1) ¥ Pa(X2, ¥2). Por medio de la férmula de pendiente: m=u Reemplazando:
X =X
_2-(-) _3_1
5-(-4) 9 3

La pendiente es positiva, luego la recta debe tener inclinacion hacia la derecha; es decir, el angulo se
menor de T1/2.

Ejemplo 234:
Hallar la pendiente de la recta que pasa por los puntos (4, -2) y (-3, 2)

Solucién:

2-(2)_ 4 _ 4

-3-4 -7 7

Como la pendiente es negativa, la recta tiene inclinacién hacia la izquierda, es decir su angulo sera
mayor de 90°.

Se define P, (4, -2) y P, (-3, 2), entonces: m=

Ejemplo 235:
Cual seré la inclinacion de la recta que para por los puntos (2,5) y (2, -4)
Solucion:

-4-5_-9

Como en el caso anterior: P1(2, 5) y P,(2, -4), luego: m= 2.2 -0 Indeterminacién

Como la pendiente es indeterminada, la recta es vertical, asi su angulo es de 90°.

- El Intercepto : Se simboliza con la letra b, esta relacionado con el punto donde la recta corta al eje
y. En la ecuacién candnica éste corresponde al término independiente, en la ecuacion general, para
identificarlo, se debe despejar la variable y.

Ecuacioén de la Recta:

Como se dijo en la parte inicial de este tema, la recta tiene dos tipos de ecuacién, vamos a analizar
cada una.
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-Ecuacion Candnica : Llamada también ecuacion analitica, ya que por medio de ésta se puede inferir
el comportamiento de la recta.

y=mx+Db

La ecuacion muestra una pendiente m, un intercepto b y una serie de puntos (x, y) que satisfacen
dicha recta.

- Ecuacién General: Es una ecuacion de primer grado, de la forma:

ax+by+c=0

En esta ecuacién no se ve explicitos los parametros de la recta, para poderlos observar, se debe
despajar la variable y.

Ejemplo 236:

Dada la ecuacion y = 4x — 2. Identificar los pardmetros, obtener la ecuacién general y hacer la
gréfica.

Solucién:
Los pardmetros se pueden visualizar ya que se tiene la ecuacién candnica. Asi: Pendiente = 4 y el
intercepto = —2. La recta tiene inclinacién hacia la derecha, es decir, positiva y corta al eje vertical en

y=-2

La ecuacion general, se obtiene igualando a cero la ecuacion candnica.
y = 4x — 2, entonces: y-—4x + 2 =0, esta es la ecuacion general.

La gréfica, se puede hacer obteniendo dos puntos como minimo, lo que se hace dando cualquier valor
a x y buscando su correspondiente y, en la ecuacidon candnica.

X 1 -1
y 41)-2=2 4-1)-2= -6

r— 4x — =

-2 -1 / 1 2
-2

-2

Wt x

Ejemplo 237:

A partir de la ecuacion 4y + 16x +12 = 0, obtener la ecuacién canénica, identificar los parametros y
hacer la gréafica.
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Solucion:

Para hallar la ecuaciéon candnica se despeja la variable y en la ecuacion general:
-16x-12

4y +16x+12=0=>= 4y =-16x-12=5= y = 4

Separamos el denominador para cada término del numerador. y = TGX —1742 == y=-4x-3

Con esta ecuacion podemos identificar los parametros: Pendiente: - 4; Intercepto: -3
La gréfica, al igual que en el ejemplo anterior (244), se obtiene dando minimo dos valores a la variable
X, para obtener el valor de y.

X 1 -1
y 41)-3=1 4-1)-3= -7
y e
=2
2
y=—4x-3
1
) -1 1 2 =
-1
-2
-3

Como la pendiente es negativa, el angulo es mayor de 1/2.

Ecuacion Punto Pendiente: En diversas ocasiones se trabaja con la conocida ecuacion punto
pendiente, donde los pardmetros son la pendiente y un punto conocido de la recta. Este tipo de
ecuacion es de la forma: |y - y, = m(x - X1)| Para P(xy, Y1)

Ejemplo 238:

Una recta tiene como pendiente m = - 2 y para por el punto (3, 4). Hallar la ecuacion canonica y
general.

Solucién:

Reemplazando en la ecuacién: y—y, =m(X—X,) == y-4=-2(x-3)

A partir de esta podemos obtener la candnica.

y=-4=-2(x-3)=>=> y-4=-2Xx+6=>= y=-2x+10

La ecuacion canénica: Y = —2X +10. Entonces la pendiente es — 2 y el intercepto 10.
Para la ecuacion general, igualamos la canonica a cero:

y=-2X+10== 2x+ y—-10=0. Esta ultima es la ecuacion general.
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Ejemplo 239:

La recta L para por los puntos (4, 3) y (-2, - 4). Hallar la ecuacion analitica, la general y la de punto
pendiente.

Solucién:

., - . 7
La ecuacion canonica sera de la forma: y = s X+b

Para hallar b, reemplazamos uno de los puntos en la ecuacién anterior. Tomemos el punto (4, 3)
7 28 18-28 5

3=—4)+b=>=>3-—=b=>=b=- =——
6 6 6 3

] . - . 7 5
Asi la ecuacion canonica sera: y= E X —5

Para hallar la ecuacién general, igualamos a cero toda la expresion:
7x-10

7 5
y:Ex——:>:> y=

3 == 6y =7X-10=>=6y-7x+10=0

Para hallar la ecuacién punto pendiente: y—y, = m(X—1X;), conocemos la pendiente (7/6) y un punto
(4, 3) o (- 2, - 4), luego reemplazamos, tomado solo un punto, obtenemos la ecuacion:

Ecuacion punto — pendiente: y—3= %(x —-4)

RECTAS PARALELAS:

Del concepto basico sobre la recta, esta aquel que dice que dos rectas son paralelas cuando tiene el
mismo angulo, o cuando para todo x, la distancia entre ellas siempre es igual.

TEOREMA:
Dos rectas no — verticales son paralelas si, y spésts tienen la misma
pendiente, es decir, ;= mp para: y=mx+b; y b =mpx + by

Demostracion:

Sean L; y L, dos rectas con pendiente m; y m, respectivamente y con intercepto b; y b,. las rectas
tendran como ecuacion:

y1=mx+ by y y, =myx + b, Estas rectas cortardn en algun punto (x, y) si, y solo si, los valores de y
para lL;yL, sean iguales para algun x. Luego:

mXx+b, =mx+b, == (m -m,)x=b, -b,

La ultima ecuacién se puede resolver solo si m; # m,. Por consiguiente dos rectas se cortas si m; #
m,, pero por argumentos esto no se cumple, luego las rectas no se cortan, esto significa que son
paralelas.
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L1

L2
(0, b1)

(0, b2)

Ejemplo 240:
Dadas las rectas: L, :4x-2y+8=0 y L, :2x—y+6=0. Determinar si son paralelas.

Solucion:

Se observa que las ecuaciones estan en forma general, luego primero se debe llevarlas a la forma
canonica.

-4x-8 4x 8
- = 4+

L, :4x-2y+8=0=>= -2y =4xXx-8== y=
' ! Y YT T2

Asi: L 1y=2x+4

L, :2X-y+6=0=>=>-y=-2X-6=>=> y=2X+6

Asi: L,:y=2X+6

Como L; y L, tienen la misma pendiente, entonces son paralelas.
Ejemplo 241.

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P (4, 2) y es paralela a la recta que tiene como
ecuacion 8x + 2y — 12 = 0.

Solucioén:
Sea L, larecta desconocida y L, larecta conocida.

Como la pendiente de la recta L; y L, son iguales ya que son paralelas, luego hallando la pendiente de
L,, para conocer la pendiente de L;.

-8x+12
8X+2y-12=0== 2y =-8x+12=>=Yy :T =-4x+6

Entonces la ecuacion de L,: y = -4x + 6

La pendiente de L; esm = - 4.

Planteamos la ecuacidn candnica: y = mx + b, reemplazamos la pendiente: y = - 4x + b.

Para hallar el valor del intercepto (b), reemplazamos el punto que se conoce en la ecuacion canénica

y despajamos b. Recordemos que el punto es (4,2)
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2=-4(4)+ b, luego: b =18.
Por consiguiente la ecuacién de larectaL; es:y =-4x + 18
RECTAS PERPENDICULARES:

Cuando dos rectas se cortan en algun punto, estas NO son paralelas, pero si las rectas se cortan de
tal manera que el angulo entre ellas es de 11/2, se dice que las rectas son perpendiculares.

TEOREMA:
Dos rectas Ly L, cuyas pendientes son jmm, respectivamente, son
perpendiculares si, y solo si,xm, = -1

Demostracion:

Para demostrar este teorema vamos a utilizar el muy conocido teorema de Pitdgoras. Para los
triangulos rectangulos: h®> =x*+y® Se tomaran dos rectas que se corten en el origen de
coordenadas.

0=(0,0) Y3 =PuT ¥ o=mx
A= (X1, Y1)
B = (X2, y2) =R o
0 :ﬁ | f==} |
2 | |

Podemos expresar Ay B
de la siguiente manera:

A = (X1, M1X1)
B = (X2, M2X2)

Las rectas y; y Yy, son perpendiculares si, y solo si, el ahgulo 00 es recto; es decir, el triangulo
OAB es rectangulo, asi por el teorema de Pitagoras:

[d(AB)” =[d @A) +[d(0B)]?

Reemplazando las coordenadas.
[d(AB)* =[x, =[]+ [m,x, ~mx,J

Segun la construccion grafica:

[d (OA)]2 = [Xl - 0]2 + [mlxl - O]2 y [d (OB)]2 = [Xz - O]2 + [mzxz - O]2
Reemplazando en la ecuacion inicial de distancia:

[Xz - X1]2 + [mzxz - m1X1]2 = X12 +(mx,)* + Xzz +(m,x,)*}

Desarrollando los cuadrados:

Xp" = 2%X, + X"+ (My%,)? = 2 myx +(Myx)? = %7 +(Mx)* + %" +(m,x,)?
Se simplifican términos: —2x,X, —2m,x,mx, =0
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Reorganizando la ecuacion: —2x,X, 1+ m,m)=0==m,m +1=0

Finalmente: m,m, = -1

De esta manera queda demostrada la perpendicularidad de dos rectas.
Ejemplo 242:

Demostrar que lasrectas x—2y +8=0 y 2x +y + 3 =0, son perpendiculares.
Solucién:

Primero expresemos las ecuaciones en forma canonica.
X-2y+8=0=>= 2y =-X-8== y::—>2(+:—2:>:> y:%x+4
2X+y+3=0=>= y=-2x-3

Tenemosmy =% y my=-2

Se debe cumplir que m;*m; = -1, veamos: 1/2 * (-2)= -1

Por consiguiente las rectas dadas son perpendiculares.

Ejemplo 243:

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (3,5) y es perpendicular a la recta
6x+3y—-12=0

Solucién:
La recta conocida denominémosla L; y a la recta desconocida L,. A partir de L; se identifica la

pendiente.

6x+3y-12=0== y:_ESXTJrlz:: y=-2x+4

Para L, se tiene m; y para L, se tiene m,. Como dos rectas son perpendiculares sim; *m, = -1
-2 *m, =-1, entonces: m, =%

Ahora planteamos la ecuacién para L.

y =% x + b. Pero la recta pasa por el punto (3, 5), luego:

5=%(3) + b, entonces: b =5 - 3/2 = 7/2, por consiguiente:

1 7 L -
y= 5 X +§ Ecuacion canonica de la recta L,
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EJERCICIOS

Hallar la pendiente de la recta que para por los puntos dados:

1.4,7y (-2-3) Rta: m = 5/3
2.-4,3)y (3,-2) Rta: m = -5/7

3.-2,3) y 4,3 Rta:m=0

4. (5,4 vy (5,-4 Rta: m = Independiente

Hallar la ecuacion de la recta que cumple con las condiciones dadas.

5. Pendiente 4 t el intercepto — 2: Rta:y=4x-2
6. Pasa por el punto (2, - 2) y Pendiente — 3. Rta:y=-3x+ 4
7. Para por los puntos (8, 1) y (-3, 1) Rta:y=1

8. Cortaalejexen4yalejeyen-2. Rta:y = (2)x -2

Para cada caso, determinar si las rectas son paralelas, perpendiculares u oblicuas.

9.3y-2x-8=0 y -4x+6y-10=0 Rta: Paralelas

10. %x+ y-5=0 y y-2x=8 Rta: Perpendiculares

Resolver los problemas propuestos:

11. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (-2, 4) y es paralela a larectax + 3y —2 =0.
Rta:3y +x-10=0

12. Hallar la ecuacion de la recta que para por el punto (-5, 4) y es perpendicular a la recta que para
por (1, 1)y (3, 7).
Rta:x+3y—-7=0

13. Cual sera la ecuacién general de la recta que pasa por (3, 4) y su pendiente es el doble de la

pendiente de larecta4x — 6y —12 =0.
Rta: 3y +4x—-24=0
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Leccion Treinta y nueve: Analisis de la Circunferencia

Generalidades: La Circunferencia pertenece a la familia de las
Conicas, la palabra conica viene de la figura geométrica CONO.
Las secciones conicas, entre las que esta la circunferencia, son
figuras geométricas que se obtienen al hacer pasar un plano de
diferente forma a través de un par de conos invertibles y unidos por
el vértice.

El andlisis de las conicas, esta en describir a partir de la grafica una
ecuacion matematica para cada una de ellas o viceversa, a partir
de una ecuacion mateméatica hacer la grafica correspondiente e
identificar sus parametros.

LA CIRCUNFERENCIA

Por geometria basica se sabe que la circunferencia es el
perimetro del circulo, ésta no tiene area, solo longitud y los
pardmetros que la identifican. La circunferencia se forma
cuando el plano corta horizontalmente el cono.

DEFINICION:

La circunferencia es un conjunto de puntos
(X, y) en el plano cartesiano que equidistan
a un punto fijo llamado centro. La distancia
fija se le llama radio.

Los pardmetros de la circunferencia son:

Centro: La coordenada en x se le denomina h y la de y se le denomina k. C(h, k)

Radio: Es la distancia del centro a cualquier punto de la misma, se representa por R.
Otros parametros de la circunferencia, que no inciden directamente con la ecuacion son:
Diametro: D = 2R

Longitud: L = 21TR

Con los conceptos dados, se puede inferir que la circunferencia queda descrita por medio de su
centro, su radio y el conjunto de puntos que la conforman.

Ecuacién Canodnica:

Para una circunferencia de centro en el origen de coordenadas (h, k) = (0, 0) y radio R, la ecuacion
canonica es de la forma:

X2+y2:R2

Demostracion:

Para hacer la demostracion de la ecuacién candnica de la circunferencia, vamos a definir algunas
condiciones:
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El centro est4 en el origen, es decir (h, k) = (0, 0)
El radio es la distancia del centro a cualquier punto que conforman la circunferencia.

! Por Pitagoras:

(¥ RZ - (X_O)Z +(y_0)2

- : x | Simplificando:

R2:X2+y2

Asi queda demostrada la ecuacion canonica de la circunferencia.
Ejemplo 244:

Cual sera la ecuacion canonica de la circunferencia cuyo centro es (0, 0) y radio 2; ademas, cual sera
su longitud.

Solucién:

Aplicando la férmula de la ecuacién canénica: R? = x* +y> Reemplazando los valores, para este
caso, radio.

QP =xX*+y’ o= X +y’ =4

Para hallar la longitud: L =2/R=2(2)n =4n

Ejemplo 245:

Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el origen de coordenadas y para por el punto
(3. 4)

Solucion:

Como el punto satisface la ecuacion canodnica, al reemplazar en dicha ecuacion el punto obtenemos el
radio. R®=x*+y* == R*=(3)*+(4)* =9+16=25
Entonces el radio serd: R = 5. Asi la ecuacién quedara: 25= x° + y?

Ejemplo 246:

Una circunferencia tiene como ecuacion canonica: x° +Yy> =36 ¢Cuél seré el diametro y la longitud
de dicha circunferencia?

Solucioén:
Si ajustamos la ecuacién que nos dan a la ecuacién canénica: x> +y? =36=>= x> + y* =6°

Asi el radio serd: R =6. Como el diametro es 2R, entonces: D = 2(6) = 12
La longitud sera: L = 2R = 2(6) m, L =121
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Leccion Cuarenta: Analisis de la Elipse

La elipse también hace parte de la familia de las conicas. Hemos
escuchado sobre el movimiento eliptico, de la tierra, del electron y
de otros fendmenos, pero la pregunta seria ¢Como es la
descripcidon matemética de esta figura geométrica?

La elipse es una curva ovalada, que se asemeja a una
circunferencia alargada, se obtiene cuando el plano corta el cono
de manera sesgada.

DEFINICION:

La elipse es un conjunto de puntos (X, Y)
en el plano cartesiano, tal que la suma de
sus distancias a dos puntos fijos llamados
focos, es constante

Al igual que la circunferencia, la elipse tiene los parametros que la caracterizan, los cuales se
describen a continuacion.

Los pardametros de la elipse son:

u
Centro: C (h, k)
Vértices mayores: Vy V’
Vértices menores: uy u’ W' Cihk) W
f

Focos:f y f i
Eje mayor: 2a (Distancia V V )
Eje menor: 2b (Distancia u u ‘)

u

Por definiciéon: 2a > 2b

Ecuacion Candnica: (Con eje mayor en Xx)

La ecuacién canonica de la elipse con centro en C(0, 0) y eje mayor sobre la coordenada x es de la
forma:

2 2
a2+g2:1

Demostracion:

Para demostrar la ecuacion canonica de la elipse, se van a tener algunas consideraciones:
Centro en (0, 0)

Eje mayor sobre el eje x

a = Distancia del centro al véertice.
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¥ Veamos las siguientes coordenadas

u P (X, ¥) V(@0 y V(a0

u, 0 yu‘(-hb,0)
W v, f(c,0) yf‘(-c0)

2a = Eje mayor
2b = Eje menor
P(x, y) = Los puntos de la elipse.

La gréfica muestra que 2a > 2b

Por definicion: d (Pf ') +d (Pf ) = 2a

Las distancias dadas: d (Pf ') = \/(X - (-c))* +(y-0)
Operando: d (Pf ) = \/(X ~c)+(y-0)

anora: A/(x +c)? + (y-0) ++/(x-c)?+(y-0) = 2a
simpificando: \/(x + ¢ )2 + (y)? + J(x - c)? + (y)? = 2a
Reorganizando: \/(X - C)2 + (Y)2 = 2a- \/(X + C)2 + (y)2

Elevamos al cuadrado para eliminar raices:

(Vo=eF + ) ) =(2a- o+ el + () )
(x=c) +(y) = 4a® ~4ay/(x+cf + (y)f +(x+c) +y?

Desarrollando los cuadrados:

X2 = 2XC+C? + Y2 = 42 —day(x+ )% + Y7 + X2 +2xC+C? + Y

— 2 2 2
Simplificando términos semejantes: 4xc=4a" - 4a\/(x + C) + y

2 2 = pa2
Reorganizando términos: 43—\/()("' C) +y° =4a” +4xc

Dividiendo por 4 toda la expresion y elevando al cuadrado.
2 2 2
ay/(x+c) +y? =a +xc=>= az((x+c) + y2)= (8% + xc)

212 2 2 - A4 2 2.2
Desarrollando los cuadrados: @ (X +2XC+Cc +y )— a” +2a°xc+ x°c

2,2 2.2 2.,2 — A4 2.2
Multiplicando el primer término y simplificando: @ X~ +a"C” +a’y” =a + X°C

293



Reorganizamos para obtener trinomios cuadrados perfectos.

a?x? — x2c? + azyz = a*-a%? =>— x2(a2 —C2) + azyz — az(az —C2)
XZ(aZ_CZ) N aZyZ _ aZ(aZ_CZ)
a’(a®*-c?) a*(a*-c?) a‘(a*-c?)

Dividiendo todo por a? (a? — ¢?), entonces:

XZ y2
Operando: 2 + 2 2 =1
~a° (a“-c9)

Por la definicion se sabe que a > c, ya que la distancia del eje mayor es mayor que la distancia focal,
entonces a’> ¢’ asi:a’-c®>0. Estonos lleva a que: a°-c®=b?
2 2
W
+ —

Reemplazando en la ecuacion anterior se obtiene: az bz -

Asi queda demostrada la ecuacién canonica de la elipse con centro en el origen, focos sobre el eje x y
eje mayor también sobre el eje x.

Ecuacion Candnica: (Con eje mayor eny)

La ecuacién candnica de la elipse con centro en C(0, 0) y eje mayor sobre la coordenada y es de la
forma:

Demostracion:

La demostracidon es analoga al caso anterior, es muy interesante que se realizara, en el grupo
colaborativo y se compartiera con el Tutor.

Ejemplo 247:

A partir de la ecuacion dada a continuacion, identificar los parametros de la elipse y hacer un bosquejo
de la grafica. 50x* +72y® = 3600

Solucién:

De la ecuacion dada, obtener la canénica.
50x2 + 72y = 3600== — 20 x2 +_ (2 y2 = 3000
3.60C 3.60C 3.60C
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2 2

Haciendo las operaciones pertinentes: - +3 = 1

5C

Como ya tenemos la ecuacion candnica, comenzamos a identificar los parametros.

a’=72=>=a=+72=6J2 y b?*=50==b=450=52
Asi:

Eje mayor: 2a = 2(6\/5) =122

Eje Menor: 2b = 2(2\/5) =45

Vértices mayores: V = (6«/_2,0) y V'= (—6\/_2,0)

Vértices menores: U = (0,5\/5) y u'= (O,—Sx/i)

Foco: ¢? =a% —b? =72-50=22=>=>c =+/22

Focos: (\/2_20) y (— \/2_20)

Ejemplo 248:

Una elipse tiene como Vértices: (+4,0) y focos (x2,0), hallar la ecuacion candnica y la gréfica.

Solucion:

Como se conocer los vértices, entonces: a =4, a’=16
También se conocen los focos: c =2, ¢*=4
Para hallar b: b> =a? -¢c? >= b? =16-4=12
A partir de los datos, construimos la ecuacion:
2 2 2 2

Ecuacion canonica de la elipse con vértices en (+4,0) y focos en (£2,0)
Los otros parametros:

Eje Mayor:a=4,2a=8

Eje Menor: b= V12=2J3==20=43

Bosquejo de la gréfica:
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Ejemplo 249:

Dada la ecuacion de la elipse 9x* +4y® =36 Hallar los vértices, los focos, los ejes y hacer un
bosquejo de la grafica.

Solucion:

Lo primero es transformar la ecuacion dada a forma candnica, lo cual se consigue dividiendo todo por

36, veamos:
2

2
OX? +4y? =365 D x24Ty =1 X4 Y o
36~ 36 4 9

Como a” = 9 esta sobre el eje y, entonces el eje mayor esta sobre dicho eje, igual que los focos. Se
puede decir que la elipse es vertical.

a®=9=>=a=3

b’=4==b=2

Para hallar los focos es por medio de la expresion: .

X ¥y
c2=za%?-p? :9—4:53:(::1\/% __; I+F_1
Eje mayor: 2a=2(3) =6 .

Eje menor: 2b=2(2) =4
Focos: f(04/5) y f'(0-5) - i 3

Bosquejo de la grafica se observa la frente.

EXCENTRICIDAD:

El concepto de excentricidad es usado para describir la forma de la curva, haciendo una relacién de
cociente entre la longitud del foco y la longitud del eje mayor. Esto nos permite determinar si la elipse
es aplanada o abombada.

La excentricidad se define como: -
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Para la elipse la excentricidad estd entre 0y 1. (0 < e < 1). Cuando e - O la elipse es casi circular,
cuando e - 1 laelipse es casi plana. ( — Significa tiende o se acerca a...)

Para la circunferencia la excentricidad es cero (e = 0), esto significa que cuando e = 0, la figura es
concéntrica. Lo anterior quiere decir que si a = b, entonces ¢ =0, obteniendo asi una circunferencia.

Ejemplo 250:
Una elipse tiene vértices mayores en (8, 0) y focos en (5, 0), cual es su excentricidad.

Solucién:
Consiste en una elipse con tendencia a ser plana, ya que la excentricidad en baja.

Ejemplo 251.:
Para el caso del ejemplo 257, hallar la excentricidad de la elipse en andlisis.

Solucién:

Segun los datos del ejemplo: ¢ = V5 02,2360 y a =3, entonces: e=

La elipse tiene cierta tendencia a ser redonda.

2'23?60 =0,7453

Leccion Cuarenta y uno: Analisis de la Parabola

Otra figura de la familia de las cénicas. La parabola es una
figura que describe diversos fendmenos, como la trayectoria de
un balén, la forma de las antenas de sefiales de television por
cable, la trayectoria de un tejo en nuestro deporte autéctono y
Se forma cuando el cono es cortado por el plano de

///////// J
Yy

//////////////' ;

-

-

y

otros.
corte de manera sesgada.

e

i

s

) -

s

DEFINICION:

%

La parabola es un conjunto de puntos en
el plano (x, y) que se encuentran a la
misma distancia de un punto fijo F llamado
foco y una recta D llamada directriz.

N

s

N

N
S

AoX
&N

AN

Los parametros de la parabola son:

Vértice V (h, k): Donde la curva se divide en dos partes iguales.
Foco: F: El punto fijo a una distancia p del vértice, llamada distancia focal.

Eje de Simetria: Una recta que para por el vértice y es perpendicular a la directriz
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Directriz D: Recta ubicada a la misma distancia que el foco pero en sentido contrario
Ecuacion Candnica: (Eje de Simetria vertical)

Toda pardbola con eje de simetria vertical y vértice en el origen, tiene como ecuacién canonica:

X* = 4py

Demostracion:

Por medio de una gréfica podemos ver los elementos que presenta una parébola.

" Eje de Simetria: El eje y.

V (h, k) = (0, 0)
4 v Foco: F (0, p)

P(x, y) = Conjunto de puntos que hacer parte de la
curva

s Q. -P)

@ Directriz: D = -p

Por hipotesis la distancia de F a P es igual a la distancia de P a Q. d (PF) =d (PQ)

Entonces: d(PF) = \/(X = 0)2 + (y - p)2

d(PQ) = /(x-x) +(y-(-p))

Aplicando el principio de la hipotesis: \/(X - 0)2 + (y - p)z = \/(X - X)2 + (y -(- IO))2

Desarrollando las operaciones: \/(X)2 + (y - p)2 = \/(y + p))2

Elevando al cuadrado: (X)2 + (y - p)2 = (y + p)2
Desarrollando los productos notables: (X)2 + y2 -2 py + p2 - y2 +2 py + p2

2
Simplificando términos: (X) -4py=0
2 _
Finaimente: X~ = 4 py

Asi queda demostrada la ecuacion canonica de la parabola bajo las condiciones establecidas.
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Analisis de las Ramas:

Como la parébola tiene dos ramas que se abren a partir del vértice, es pertinente aclarar:

Si p> 0. Las ramas abren hacia arriba a partir del vértice.
Si p < 0. Las ramas abren hacia abajo a partir del vértice

Es pertinente aclarar que el vértice y el foco estan sobre el eje de simetria; ademas, éste Ultimo y la

directriz son perpendiculares.

Ecuacion Canonica: (Eje de Simetria horizontal)

Toda parabola con eje de simetria horizontal y vértice en el origen, tiene

como ecuacién canonica:

Demostracion:

Se deja como ejercicio para desarrollar en el grupo colaborativo.
Andlisis de las Ramas:

Para este caso:

Si p> 0. Las ramas abren hacia la derecha a partir del vértice.
Si p < 0. Las ramas abren hacia la izquierda a partir del vértice

y° = 4px

El vértice y el foco también estan sobre el eje de simetria; ademas, éste ultimo y la directriz son

perpendiculares.

ECUACION | EJE DE

CANONICA | SIMETRIA | VERTICE | FOCO | DIRECTRIZ

RAMAS

P>0: Hacia arriba

2 — —
X =4py x=0 V(. 0) F(O. P) y=-P P<0. Hacia abajo
2 _ _ _ P>0: Hacia derecha
y" =4px y=0 V(0. 0) F(P, 0) X=-P P<0. Hacia izquierda
Ejemplo 252:

Dada la ecuacion de la parabola x* =16y . Identificar los parametros y hacer un bosquejo de la

gréfica.

Solucion:

Como la variable x es la que esta al cuadrado, entonces el eje
de simetria es vertical x = 0. Asi la ecuacion es de la forma:

x* = 4py donde 4p = 16, entonces: p = 4.
Los parametros son:

12

=16y

Vértice (0, 0) -20
Foco:(0, 4), distancia focal es p.

-10 19

iy

Directrizzy = -4

20
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Como p > 0, las ramas abren hacia arriba.

Ejemplo 253:

Una parabola tiene vértice en el origen, sus ramas abren hacia abajo, y pasa por el punto (2, -

6). Hallar la ecuacién candnica y hacer la grafica.

Solucion:

Como las ramas abren hacia abajo, el eje de simetria es vertical, luego la ecuacion es de la forma:
x> =4py Para p < 0. Como la curva pasa por el punto (2, -6), éste satisface la ecuacion. Entonces:

(2?=4P(-6) 0 =>4=-24P=>=> P = —% =
Y 11
1S
[
- S
_ 2
g.}’
Ejemplo 254:

Por consiguiente la ecuacién es de la forma:

x? :—ﬂy:: x? :—Zy
6 3

o 2
La ecuacion finalmente es: x* = —5 y

Foco: (0, -1/6)

Directriz. y = 1/6

Hallar la ecuacion y hacer la gréfica de la parabola que tiene foco en (3, 9), la directriz tiene como

ecuacion x =- 3 y vértice en el origen.

Solucién:

Se observa que el foco esta sobre le eje x, lo que
indica que el eje de simetria es horizontal. Asi la ] ¥

ecuacion es de la forma: y* = 4px

Como la directriz es x = - 3, nos indica que p = 3,
gue corresponde a la coordenada en x del foco.

Entonces: y* = 4(3)x =12x

La ecuacion canénica sera: y> =12x

Como p > 0, las ramas abren hacia la derecha,

como lo dice la teoria.
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Leccion Cuarenta y dos: Andlisis de la Hipérbola

También pertenece a la familia de las conicas. La hipérbola se
obtiene cuando el plano de corte se hace vertical por las
esquinas de los conos invertidos.

DEFINICION:

La Hipérbola es un conjunto de puntos en
el plano (x, y) cuya diferencia a dos
puntos fijos llamados focos es constante.

Los parametros de la Hipérbola son:

Centro: C (h, k). Equidistante a los vértices

Vértices V y V' Donde las curvas se dividen en dos partes iguales.

Focos: Fy F': Los puntos fijos.

Eje Transverso: Una recta que para por los vértices y por los focos.

Eje Conjugado: En una recta perpendicular al eje transverso y para por el centro.
Asintotas: Dos rectas que paran por el centro delimitan las curvas de la hipérbola.

Ele Canjugad
e Conjugado P 1)

Eje Transwerso

Asimtotas

Ecuacion Canonica: (Eje transverso horizontal)

Toda hipérbola con eje transverso paralelo al eje de las abscisas y centro | X 2 y 2

en el origen de coordenadas, tiene como ecuacion: R b > =1
a

Demostracion: ,

Con ayuda de wuna gréfica, podemos hacer la R

demostracion.

Centro: C (0, 0) T . ‘ :

Eje Transverso: El eje x.

Eje conjugado: Eje y

Vértices: V(a,0) y V'(-a,0)

Focos: F(c,0) y F'(-c, 0)
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P(x, y) = Conjunto de puntos que hacer parte de la curva
Por la construccion: @ < C Distancia: d(F F ‘) = 2¢

Por definicion de la hipérbola:
d(P,F')-d(P,F)=2a

A partir de este planteamiento y por distancia euclidia, se puede obtener la ecuacidén canodnica de la
hipérbola.

d(P,F)=(x—c)’ +(y-0)° = (x-c)* +y?
d(P,F) = (x=(-0) +(y-0) = (x+c) +y*
Por hipétesis: \/(X+C)2 +y? —\/(X—C)Z +y? =2a

Haremos el desarrollo en forma secuencial, pero es pertinente que usted estimado estudiante,
identifique las propiedades aplicadas en cada paso.
Inicialmente se plantea la distancia euclidia y se eleva al cuadrado, para eliminar radicales.

\/(X+C)—2+y2:23+\/m:>:>(\/()(+0)—2+yzjz =[2a+ (x—(:)2 +y2)2

Se simplifica el primer término y se desarrolla el producto notable del segundo término.
(x+¢)2 +y? =4a® +4a,/(x—c)’ + y? +(x—c)? +y?

Se desarrollan los productos notables presentes en la ecuacion obtenida.

X2 +2xc+c? +y? =4a® +4a,/(x—c)’ + y? + x* = 2xc+C? + y?

Se simplifican términos semejantes y reorganiza la ecuacion:
2xc+2xc = 4a® +4ay/(x —c)* + y? == 4xc—4a® = 4a,/(x—c)* + y?

Como todos los términos tienen como coeficiente 4, simplificamos y elevamos al cuadrado, para
eliminar el radical que se presenta alli:

xc—a® = ay/(x—c)* +y? == (xc-a?) :(a (x-c)? + yzjz

Desarrollamos las operaciones indicadas:

X?c? - 2a’xc+a* = a2|(x—c) + y?| 5= x%c? ~2a%xc+at = a’x? - 2a’xc+a’c? +a’y’?
Simplificando: x°c® +a* = a’x* +a’c® +a’y’ == x’c* -a’x’* -a’y* =a’c’* -a’
Factorizando: x*(c® —a?)-a’y® =a’(c® -a?)

Xz(Cz _az) B azyz _ aZ(CZ _az)
a’(c’-a?) a’(c?-a?) a’(c*-a?)

Dividimos toda la expresion por a®(c” —a®) entonces:

2

. - . X
Simplificando, se obtiene: — -
a

2

y
—:1
(c? -a?)

Comoa<c entonces:c—a>0y c?—a?>0.Denominamosa c?-a?=b? Finalmente la

2 2
ecuacion queda de la forma: — —§ =1
a
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Asi gueda demostrada la ecuacion candnica de la hipérbola.

Ecuacion Candnica: (Eje transverso vertical)

Toda hipérbola con eje transverso paralelo al eje de las ordenadas y centro 2 X 2
en el origen de coordenadas, tiene como ecuacion: y =1

g 2 b 2

Demostracion:

Con los mismos argumentos que se tuvieron en cuenta en el caso anterior, por favor estimado
estudiante desarrolle la demostracion.

Demos algunos lineamientos:

v

Centro: C (0, 0)

P, v Eje Transverso: El eje y.

Eje conjugado: El Eje x
Veértices: V (0,a) y V0, -a)
> | Focos: F(0,c) y F'O,-c)

8 P(x, y) = Conjunto de puntos que hacer parte de la
curva
Por la construccién: @ < C

Distancia: d (FF ) =2c

ASINTOTAS:

En la hipérbola se conocer dos rectas oblicuas que pasan por centro de la hipérbola, cuya funcion es
orientan la curvatura de la figura. La obtencién de la ecuacién de dichas rectas, se hace a partir de la
ecuacion candnica. La obtencion de la ecuacion se hace despejando la variable y en la candnica.

Se presentan dos casos:

1. Eje transverso horizontal:
2 2 2 2 2

X X X

—Z—y—2=1:>:>y—2=—2—1:>:> y? =b* =~

a® b b® a a

2,2 2 2,2 2 2
Si x#0 entonces: y* = b )2( (1—a—2j:>:> y:i\/b )2( (1—a—2j =>= y:J_rEXW/l—a—2
a X a X a X

Cuando X » ®© 6 X — —oo la expresion a’/ x> — 0, asi a medida que la x crece, la ecuacion se

reducea: y=+*—Xx
a

Por consiguiente las asintotas de una hipérbola cuyo eje transverso es x:

b y _ b
y = —X y = - —X
a a
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2. Eje transverso Vertical:

2
. L. X . p
A partir de la ecuacion: Y —b—z =1 Sellega a las ecuaciones de las asintotas.
a

a a
YN I Ll
NOTA: Se deja como ejercicio la demostracion de estas
ecuaciones, que se puede hacer en forma individual, en el grupo colaborativo 0 en compafia del

Tutor.

Las siguientes graficas ilustran los dos casos.

Hipérbola con eje transverso horizontal Hipérbola con eje transverso vertical.

Ejemplo 255:

X2 y2
Hallar los parametros de la hipérbola que tiene como ecuacion E —7 =1
Solucioén:

De la ecuacion: a®=16=>=a=4y b*=4=>=Db=2

Como el valor mayor esta sobre la variable x, el eje transverso esta sobre x.
Los vértices: V (4,0) y V‘(-4,0)
Los focos: F(c, 0) y F‘(-c. 0)

Para calcular el valor de c, utilizamos la condicién dada en estos casos: b? =c¢? —a?
Despejamos ¢: ¢ =b% +a? == ¢’ =4+16=20=>= c=+/20=+2//5
Asi los focos son: F (2\/_5,0) y F'(—Z\/_S,O)

. _b _2 _1 _ b _ 2 _ 1
Asintotas: y=—X=>=> Yy=—X=>=> Yy =—X y=—— XD Yy=—— XD Yy=——=X
a 4 2 a 4 2
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Ejemplo 256:

Dada la ecuacion de la hipérbola con centro en (0, 0) 16y° —9x* =144.
Identificar sus pardmetros y hacer la grafica.

Solucion:

Primero transformemos la ecuacion dada a la forma canénica, lo cual se hace dividiendo todo por 144
y simplificando:
16 9 144 z2 X2
2 X2 = NN y

144y 144 144 9 16

El eje transverso esta en x, ya que el mayor valor esta sobre dicha variable.
Vértice: V (0, a) y V (0, -a)
Como a®> =9== a=+3 Entonces: V(03) y V'(0-3)
Los focos: Como ¢ =a? +b? =9+16=25== c=+/25=45 Entonces: F(05) y F'(0-5)
Asintotas: y = +Ex:>:> y —Ex y= —Ex
' b 4 4
Bosquejo de la gréfica:

0.3

-2 -1a

-1

-15

NOTA: Cuando y en la ecuacion canonica es positiva, entonces el eje transverso es paralelo a la
coordenada y. De la misma manera cuando x es positiva en la ecuacién candnica, el eje transverso

es paralelo al eje x.
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Ejemplo 257:
Hallar la ecuacion canodnica de la hipérbola cuyos focos estan en (#4, 0)y a = 2.
Solucion:

Segun los datos: a = 2, entonces a> = 4. ¢ =4, entonces: b>=c’—a? =16 -4 =12. b= 3,464
Por otro lado como las coordenadas de los focos estan sobre la abscisa (eje x), o que nos indica que

el eje transverso esta sobre el eje x. En este orden de ideas, la ecuacion es de la forma:
2 2 2 2

x__y_2 =1 Reemplazando: x_ ¥ .
b 4 12

a2

o] ¥

Asintotas
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EJERCICIOS

1. Encontrar la ecuacién candnica, el diametro y longitud de la circunferencia, cuyo centro es en el
origen de coordenadas y para por el punto (0, 6)

Rta:x* +y? =36, D=12, L=12m

2. Dada la ecuaci6n de la circunferencia x* + y* = 49, hallar el radio, el centro y la longitud.
Rta: R=7,C(0,0), L =214

3. Relacione la grafica con la ecuacion correspondiente:

A B

1)X+y:12)x+y:1

Dada la ecuacion, identificar los parametros de la elipse y hacer la gréfica.

2 2
4. %+é:1 Rta: V(0,5)y V0, -5); f(0,4) y f*(0, -4)
Eje mayor: 10 y eje menor: 6
5. 4x* +y® =16 Rta: V(0,4) y V0, -4); f (02V3) vy f'(0~23)

Eje mayor: 8 y eje menor:4
Encontrar la ecuacion de la elipse, a partir de los parametros dados:

X2 y2
6. C(0,0), f(3,0) y V(5,0 Rta: —+=—=1
(0,0), (3, 0) y V(5, 0) TRET:
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7. Focos: (0, £3), interseccion en x = +2

8. Determinar la excentricidad de los pontos 6.

2 2

Rta: -+ =

4 13

Rta: e, = 08320

Para las ecuaciones dadas, identificar los parametros y hacer la grafica correspondiente.

9. y® =16x
10. x* =36y

11. 12x+y*=0

Rta: V(0, 0); F(2,0); D: x=-2
Rta: V(0, 0); F(0,9); D:y=-9

Rta: V(0, 0); F(-3,0); D: x=3

A partir de los datos dados, hallar la ecuacion de la parabola.

12. F(3,0); D:x=-3

13. V(0,0); Eje simetria horizontal y pasa por (-1, 4)

Rta: y* =12x

Rta: y* = -16x

14. La fachada de un edificio tiene forma parabdlica, el largo es de 32,5 metros y el ancho de la base
es de 24,2 metros. Identificar la ecuacion que modela el disefio de la fachada.

9
Rta: X2 ==
2y

15. Un tanel tiene forma parabdlica, su altura maxima es de 12,8 metros y el ancho de la base es de
10,2 metros. ¢ Cual sera la altura del tnel a 1,5 metros de la orilla del mismo?

Rta: y = 6,4 metros

Encontrar La ecuacion candnica de la hipérbola, a partir de los datos dados.

16. Centro(0, 0), Foco(3, 0), Vértice(1, 0)

17. Centro(0, 0), Foco(0, -6), Vértice(0, 4)

18. Focos(+5, 0), Vértices(z3, 0)

2

Rta: X2 -2 =1
8
2 2
Rta: Yy X
16 2C
2 2
Rta: X——y—:1
9 1€

A partir de la ecuacion dada, identificar los pardmetros y hacer un bosquejo de la gréfica.

2 2
19. XY -9

25 4
20. 6y* -3x* =18

21. x> -y*-25=0

Rta: F(+4/290) y V(+50)

Rta: F (023v5) y V(0,2v/3)
Rta: F(+5/20) y V(+50)
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Leccion Cuarenta y tres:  Traslacion de Ejes

En muchas situaciones, el centro de la circunferencia, de la elipse, de la hipérbola y el vértice de la
pardbola, NO estan en el origen de coordenadas, luego se requiere un andlisis de dichas
situaciones.

En este apartado vamos a estudiar las conicas, cuando en centro o veértice estan fuera del origen de
coordenadas.

LA CIRCUNFERENCIA.

Cuando el centro de la circunferencia esta fuera del v y

: \ ¥
origen de coordenadas, digamos en (h, k), donde h
corresponde a la coordenada en x y k a la coordenada | FIERY)
eny, la ecuacion varia ligeramente. | &

Y U1V b A
Se observa que se presenta un cambio en las | X 7
coordenadas del plano. | i
Ax=Xx-h
(=) +ly-kf - 2
Ay =y-k |
- - |

Para calcular R, se utiliza el teorema de Pitagoras:

R = (ax)” + (ay)
Reemplazando, Ax por x-h y Ay por y-Kk,llegamos ala ecuacién requerida.

Ecuacion canonica de la circunferencia: Centro en (h, k) (X - h)2 + (y - k)2 = R2

Ejemplo 258:

Hallar la ecuacién candnica de la circunferencia y hacer la gréfica, si esta tiene el centro en (-4,
2) y su radio es de 3 unidades.

Solucion:

Como se conoce el centro y el radio, por medio de la ecuacion, reemplazamos:
(x= (-4 +(y-2) =32 == (x+4f +(y-2)° =9

La grafica se puede ver en el esquema siguiente.
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Ejemplo 259:
Una circunferencia tiene como ecuacion: (x)2 +(y—3)2 =4 Hallar el centro, el radio y hacer el
bosquejo de la gréfica.

Solucion: (F + (o 37 =4
Segun la ecuacion, se observa que (h, k) tiene como =
coordenadas (0, 3) que sera el centro de la circunferencia y . [, 3
el radio R =2. A B
La grafica la podemos observar en seguida. 2
-5 5 -
-2
Ejemplo 260:

Hallar el centro y el radio de la circunferencia que tiene como ecuacién: x> +y? —6x+4y-3=0

Solucién:

Se observa que la ecuacidon dada NO es la candnica, luego debemos transformar dicha ecuacion a la
forma candnica. Veamos como se hace.
A partir de la ecuacion dada, se agrupan variables similares.

(X* —6x)+(y* +4y) =3
Completamos cuadrados, recordemos que esto se hace, dividiendo el coeficiente del segundo término
en 2 y elevando al cuadrado. Se debe tener en cuenta que lo que se adiciona a un lado de la
ecuacion, también se debe adicionar al otro lado.

(¢ —6x+ (6/2*) +(Y* +4y+ (412)*) =(x* —6x+9) +(Y* +4y+4) =3+9+4

Factorizando los dos trinomios, se obtiene la ecuacion canénica: (X—3)*+(y+2)* =16

Entonces: centro (3, -2) y radio R = 4.
Estimado estudiante, por favor hacer un bosquejo de la gréafica.

LA ELIPSE.

Al igual que en la circunferencia, en la elipse la situacion es similar. El centro es (h, k) que se obtiene
cuando el centro que estaba en el origen se desplazo h unidades en x y k unidades en y, conlleva a
ecuaciones canonicas ajustadas, las cuales son méas generales.

mayor paralelo al eje x es:

La ecuacion candnica de una elipse con centro en (h, k) y eje — 2 — 2
c-ny , G-k _,
a’ b?

centro en (h, k) y eje mayor paralelo al eje y es:

De la misma manera, la ecuacion candnica de una elipse con (X —h )2 ( — Kk )2
2 + 4 2 -1
b a
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Ejemplo 261.:
Hallar la ecuacion de la elipse con centro en (3, 2), focos en (1, 2) y (5, 2); ademas b = 2.
Solucion:

Segun los datos: (h, k) = (3, 2) La distancia focal es ¢ = 2, esto por la ubicacion del centro y de los
focos. Ademas, b = 2, entonces se puede calcular a:

Como b? =a’ -c¢? >= a® =b? +c¢? Reemplazando:
a’=(2"+ (" =8
Como los focos estan paralelos al eje x, entonces la ecuacion es de la forma:
2 2
(c=hf , (y=KF _,
a’ b?
Con los datos obtenidos, la ecuacion es de la
forma:

(x-3° , (-2 _,
8 4

Veamos un bosquejo de la grafica

Ejemplo 262:

Una elipse tiene centro en (-3, -2), un foco esta en (-3, -5); ademas, pasa por el punto P(-3, 3). Hallar
la ecuacion canonica de la elipse y un bosquejo de la gréafica.

Solucion:

Si el centro esta en (-3, -2) yun foco en (-3, -5), el otro foco serd (1, -5), ya que la distancia c =
(-3, y-C2F _ _(x+3 (y+2P

b? a2 - - b? a2 -
La ecuacion es de ésta forma porque los focos son paralelos al eje y. Para hallar los valores de a y b,
procedemos asi: b”* =a’-c¢*> == c¢” =a® -b?

3. En primera instancia la ecuacion sera:

Pero ¢ =3, entonces c2=9 asii 9=za’-b>’==b?’=za’-9 |
ademas, se conoce un punto (-3, 3), todo esto lo reemplazamos en la
ecuacion canonica.

2 2 _ 2 2 2
(X;'23) +(y;_22) :1:>:>(a§t39) +(3;22) :133% :1:>:>aZ:25

Ahora: b*> =a® -¢* =>= 25-9=16

(c+3f | (y+2P _,
16 25

Vertices: V (-3,3) y V' (-3, -7) !

La ecuacion queda finalmente asi:
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Ejemplo 263:
Para el caso del ejemplo 268 y 269, hallar la excentricidad.

Solucion:

a 6 6

Como e = 0,5 la elipse tiene a ser circular; es decir, ni muy acharada ni muy abombada.

LA PARABOLA.

En la parabola el vértice puede estar fuera del origen de coordenadas, esto nos indica que las
coordenadas del mismo se han corrido h unidades en x y k unidades en y, también como en los casos
anteriores se obtienen ecuaciones canonicas ajustadas, las cuales son mas generales.

Cuando el vértice de la parabola esta en el punto (h, k) y el eje de
simetria paralelo al eje y, se obtiene una ecuacion de la forma:

(x—h)* =4p(y-k)

Recordemos que si p > 0, las ramas abren hacia arriba a partir del vértice y si p < 0, las ramas abren

hacia abajo a partir del vértice.

El otro caso es cuando el vértice de la parabola esta en el punto (h, k)
y el eje de simetria paralelo al eje X, se obtiene una ecuacion de la
forma:

(y-k)f =4p(x-h)

Para este caso, si p > 0, las ramas abren hacia la derecha a partir del vértice y sip <0, las ramas

abren hacia la izquierda a partir del vértice.

Ejemplo 264

Dada la ecuacion (x+3)2 = —8(y— 2). Identificar los pardmetros de la parabola y un bosquejo de la

gréfica.

Solucién:

De la ecuacion se puede visualizar que
h=-3 yk=2. Entonces: V (-3, 2)

-10

El eje de simetria serax =- 3.
Como 4p =- 8, entonces: p =- 2.

Asi las ramas abren hacia abajo a partir del
vértice.

El foco: F (h, k + p), F (-3, 2-2) = (-3, 0)
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LadirectrizzD=k—-p=2-(-2)=4
Ejemplo 265:

Hallar la ecuacion de la parabola y hacer un bosquejo de la gréfica, si ésta tiene el foco en (-3,
-2) y la directriz tiene como ecuacion x = 1.

Solucioén:

Ubicar los puntos en el plano cartesiano nos da una idea de la curva. Como la directriz es vertical,
luego el eje de simetria es horizontal. ¢Por qué?

La distancia de la directriz al foco es de 4, entonces la distancia del vértice al foco es de 2.

Con estos datos la distancia focal p = 2. El vértice estara en (-1, -2)
Por la ubicacién del foco respecto al vértice, se puede inferir que p = -2.

La ecuacién se de la forma: (y-k)? = 4p(x-h)
Reemplazando: (y—(-2))* = 4(-2)(x - (-1)) == (y +2)* = -8(x +1)

La gréfica:

15

b+ 2f = -8(x+1) i

=

=30 =20 =10 \1 10
Y Ejs de Simetria

REFLEXION:

En el andlisis de la parabola, se ha dicho que segun el valor de p, las ramas toman cierta direccion.
Al respecto vale la pena hacer una reflexion del porqué de esta situacion. Tomemos el caso de la
ecuacion cuando el vértice esta en el origen y el eje de simetria vertical.

Primer Caso : x° = 4py

Despejando x: X=%2,/py Paraque x tenga solucion real, se debe cumplir dos posibilidades:

1.p>0y y=>0. Comoy es mayor que cero, entonces las ramas van hacia arriba.
2.p<0 vy y<0, Comoy es menor que cero, las ramas van hacia abajo.

Segundo Caso : y* =4px
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Despejandoy: Yy =22,/ pXx Paraqué y tenga solucién real, se debe cumplir dos posibilidades:

1.p>0y x>0. Como x es mayor que cero, entonces las ramas van hacia la derecha.
2.p<0 y x<0, Como x es menor que cero, las ramas van hacia la izquierda.

LA HIPERBOLA.

Con los analisis realizados con la circunferencia, elipse y pardbola, se puede extender al caso de la
hipérbola. Veamos los dos casos.

1. Una Hipérbola con centro en (h, k) y eje transverso paralelo al eje x, tiene como ecuacion:

(=nf _G-KF _,
a’ b?

Los parametros:

Centro: C (h, k). Vertices:V(h+a,k) v Vi(h-a,k). Focos:F(h+c,k) y F'(h—-c,K)
Eje trasverso: y = k. Eje conjugado: x =h

2. Una Hipérbola con centro en (h, k) y eje transverso paralelo al eje y, tiene como ecuacion:

(y-k) _(x-h) _q
a’ b®

Los parametros:

Centro: C (h, k). Veértices: V (h, k+a) y V'(h,k-a). Focos: F(h,k+c) y F*(h,k-c)
Eje trasverso: x = h. Eje conjugado: y = k

La relacién de las distancia a, b y ¢ son similares al caso de centro en el origen: b =c*-a’
Ejemplo 266:

Una hipérbola tiene vértices en (5, 2) y (-1, 2); ademas, un foco esta en (7, 2). Hallar la ecuacion
candnica de la hipérbola y hacer un bosquejo de la grafica.

Solucion:
Como los vértices estén en (5, 2) y (-1, 2), la distancia (2a) es de 6 unidades (5- (-1)), asia =3. Por

otro lado el centro estara en (2, 2), ya que para x: 5—3 = 2 y para y esta sobre el punto 2. Para hallar
el valor de c, por la ubicacion del focoF (7,2), ¢c=7-2=5.

Ahoraelvalordeb: b> =c?-a’? =>= b?=25-9=16 Asib=4.
El eje trasverso es paralelo al eje x, ya que el foco y vértices lo muestran.

Como ya tenemos los datos que se debe colocar en la ecuacion, entonces reemplazamos:
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Ejemplo 267:

Una hipérbola tiene centro en (-2, -4), vértices en (-2, -2) y (-2, -6); ademas, uno de los focos esta en
(-2, 1). Hallar la ecuacion canonica y un bosquejo de la grafica.

Solucién:

Como en centro esta en (-2, -4) y vértice en (-2, -6), la distancia entre los veértices es:

|—6—(—2))| :|—4{ =4 Asia=2.

El valor de c. La distancia del centro al foco es: 2 + 3 =5.

Ahoraelvalordeb: b?=c?-a? == b?=25-4=21

Segun las coordenadas de los vértices
y foco, el eje trasverso es paralelo al
eje y. La ecuacion:
(y+4P _(x+2° _,

4 21

-15 -10 -5 ‘
W
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EJERCICIOS

Dados los parametros de la circunferencia, hallar la ecuacion canonica.
1. R=2 ycentro (0, 2) Rta: (x)2 + (y— 2)2 =4
2.R=5y centro (4, -3) Rta: (x - 4)2 + (y + 3)2 =25

3. extremos del diametro (3, 8) y (-1, 4) Rta: (x—l)2 + (y—6)2 =8
Para la ecuacion dada, hallar los pardmetros.

4. (x-17 +(y+3)* =49 Rta: Centro (1, -3); R=7
5. (y + 5)2 + (x - 4)2 =12 Rta: Centro (4, -5); R=24/3

Dada la ecuacion, identificar los parametros.

6. (X'43) +(y;1) =1 Rta: C(3, -1); V(3, 2) V (3, -4); F (3-1++/5)
7. (y;l) +(X;52) =1 Rta: C(2, 1); V(7, 1) V'(-3, 1); F(6, 1) F'(-2 1)
8. 9x?+4y? -18x+16y-11=0 Rta: C(1, -2); V(1, 1) V‘(1,-5) F (L-2++/5)

A partir de los parametros dados hallar la ecuacion de la elipse y un bosquejo de la gréfica.

_n\2 _1\2
9.C(3,1) unfocoen (0, 1)y vértice en (-1, 1) Rta: (X 163) + (y 71) =1

A partir de la ecuacion dada, encontrar los parametros.
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12. (y+1)° = -4x Rta: Eje:y = -1, V(0, -1), F(-1, -1), D: x =1

13. (x—2)2 = 4(y—1) Rta: Eje:x=2,V(2,1),F(2,2),D:y=0

14. x> +18x-2y+1=0 Rta: Eje: x = -9, V(-9, -40), F(-9, -79/2), D: y = -81/2)
Hallar la ecuacion de la parabola que cumple las condiciones dadas.

15. D:y = -1, F(4, 5) Rta: x> -8x—12y+40=0

16. V(4, -6), Eje: x = 4, Pasa por (0, -8) Rta: x> -8x+8y+64=0

17. V(8, -7), Eje paralelo al eje x y pasa por (6, -8) Rta: 2y”+28y+x+90=0

A partir de la ecuacion dada, identificar los parametros.

2 2
18 =8 _(y+2f )
25 36

Rta: C(3,-2), F(3+/61-2), V(8,-2) y V'(-2, -2), Asintotas:y +2= +6/5(x - 3)

2
19, (yZSZ) —x2=1

Rta: C(0, -2), F (0~2++/26), V(0, 3) y V (0, -7), Asintotas: y + 2 =  5x
20. 4(x-1)* - 25y -2)* =100

Rta: C(1, 2), F(1£4/29.2), V(6,2) y V'(-4, 2), Asintotas: y - 2 = + 2/5(x — 1)

Determinar la ecuacion canonica de la hipérbola, conociendo algunos parametros.

21. Centro (-3, 2), Focos (-3, 8) y (-3, -4), Veértices (-3, 6) y (-3, -2)
(y-2 _(x+3f _
16 20

Rta:

22. Centro (0, 0), Un vértice (-3/2, 0) y Un foco (-2, 0)

4x* 4y* _

Rta; — 1
9 7
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Leccion Cuarenta y cuatro: ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO

ax’ +by* +cx+dy+k =0

Recorrido todo el analisis de las secciones cdnicas, utilizando como fundamento la distancia euclidia y
ademds, conocidas las ecuaciones canonicas de la circunferencia, parabola, elipse e hipérbola, el
siguiente paso es entrar en el estudio de lo que se conoce como la Ecuacion General de Segundo
Grado. Que es otra forma de expresar analiticamente las conicas.

LA CIRCUNFERENCIA:

A partir de la ecuacion canonica, se puede tomar un procedimiento algebraico para obtener la
ecuacion general de la circunferencia.

DEFINICION:

Toda ecuacion de la formax® + by” +cx+dy+k =0
corresponde a una circunferencia, siempre y cuandd ya # 0;
ademds, ay b tienen signos iguales.

La ecuacién corresponde a una ecuacion de segundo grado, donde ¢ y d estan indicando que el
centro esta fuera del origen de coordenadas. Cuando cy d son cero, el centro de la circunferencia
esta en el origen.

Ejemplo 268:
Sea la ecuacion candnica de una circunferencia: (x + 4)2 + (y - 2)2 = 25 Hallar la ecuacion general.

Solucién:

La ecuacion nos muestra que el centro esta en (-4, 2) y el radio R = 5. Para obtener la ecuacion
general, se procede de la siguiente manera: A partir de la candnica se desarrollan los productos

notable. (x+4)° +(y—2)° = 25== (x* +8x+16) + (y* -4y +4) = 25

Ahora se reorganizan los términos y se iguala acero.

X° +Y* +8X—4y+20=25=>=x" +y* +8x—4y-5=0

La ultima ecuacion corresponde a la general, donde a=b =1; ademas, c=8yd=-4. Comocyd
son diferentes de cero, estan indicando que el centro esta fuera del origen de coordenadas, lo que se
corrobora en la candnica.

Ejemplo 269:

Hallar la ecuacion general de la circunferencia, si tiene como ecuacion canonica:
2 2
(x—4) +(y—2) =40

Solucién:

318



Vemos que la candnica muestra que el centro esta en (4, 2) y el radio es +/40. Desarrollemos los
cuadrados para llegar a la general.

(x=4)* +(y-2)° = 40==> (x* —8x +16) + (y? — 4y +4) = 40

Se reorganiza la expresion y luego la iguala a cero.
X? +y? —8x—-4y+16+4=40=>= x> +y? -8x—4y+20-40=0

Finalmente: x>+ y* -8x—4y+20-40=0 Dondea=1y b=1, ademasc=-8 y d=-4.

Ejemplo 270:

Una circunferencia tiene como centro (4, 0) y su radio es R = 7. ¢Cual seré la ecuacion general de
dicha circunferencia?

Solucién:

Primero debemos hallar la ecuacion candnica, para luego si llegar a la general.
La canénica: (x—h)* +(y-k)* = R

Reemplazando: (x-4)* +(y-0)’ =72 == (x-4)* +(y)* = 49
Desarrollando el cuadrado: (x—4)* +(y)’ = 49== (x> -8x+16) + y> = 49
Reorganizando términos: X +y® —8x+16-49=0== x* +y* -8x-33=0

Ejemplo 271:

Una circunferencia corta al eje x en dos puntos, tiene radio de 4 unidades, el centro estad en (-2,
k) y pasa por el punto (-2, -7). Hallar la ecuacion general de dicha circunferencia.

Solucién:

Primero organicemos la ecuacion canoénica: (x - h)2 + (y - k)2 =R* Como el radio es 4 y el centro en
(-2, k) reemplacemos estos datos: (x + 2)2 + (y - k)2 =16
Como el punto (-2, -7) satisface dicha ecuacion, lo podemos reemplazar. (—2+2)2 ( 7- k) =16

Despejando el valor de k: (-7 -Kk)? =16=>= /(-7 -k)? \/—:>:>( 7-k)=24: k=+24-7

Se obtienen dos valores: - 11 y - 3.
Como la circunferencia corta al eje X, el valor que satisface esta condicion es —3.

Asi la ecuacion canonica sera: (x+2)* +(y+3)° =16

Para hallar la ecuacién general, procedemos como los casos
anteriores.
Desarrollando los cuadrados:

(X* +4x+4)+(y> +6y+9) =16
Reorganizando: Xx*+y? +4x+6y+4+9=16
Igualando a cero: x* +Yy? +4x+6y+13-16=0
Finalmente: Xx*+y” +4x+6y-3=0
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LA ELIPSE:

El procedimiento para obtener la ecuacion general de la elipse es similar al realizado en la
circunferencia.

DEFINICION:
Toda ecuacion de la formax® + by” + cx+dy+k =0

corresponde a una elipse, siempre y cuaado0 y b#0
ademas,a#b peroa y b de igual signo.

La ecuacion corresponde, también a una ecuacion de segundo grado, donde c y d estan indicando
que el centro esté fuera del origen de coordenadas. Si cy d son cero, el centro de la elipse estan en
(0, 0).

Ejemplo 272:

Hallar la ecuacién general de la elipse cuyo centro es (2, -3), el eje mayor mide 10 y es paralelo al eje
X, el menor mide 6.

Solucion:

_ 2 _ 2
La ecuacién candnica es de la forma: (X 2h) + (y k) =1 (h,k)=(2,-3), a=5 y b=3
a b?
2 2
(=2F | (y+3P _,
25 9
Desarrollamos las fracciones, primero busquemos el comun denominador. El cual es 225.

9(x - 2)° +25(y +3)?
22~
Ahora desarrollamos los productos notables.

9(x* - 4x+4) + 25(y* + 6y +9) = 225=>=> 9x* — 36X + 36+ 25y° +150y + 225= 225
Reorganizando los términos: 9x* —36x + 36+ 25y* +150y = 0
Finalmente: 9x* + 25y” —36x+150y +36=0

Segun esta ecuacion, a=9 y b =25, son diferentes pero de igual signo. ¢ =-36 yd = 150. Se
confirma las condiciones para que una ecuacion de segundo grado sea una elipse.

Reemplazamos en la ecuacion:

=1== 9(x-2)* +25(y +3)* =225

Ejemplo 273:
Hallar la ecuacién general de la elipse que tiene centro en (4, -2) vértice en (9, -2) y un foco en (0, -2)

Solucion:
(x=hf | (y=KF _,
a’ b?
Si (h, k) = (4, -2). Para hallar a: Restamos la coordenada x del vértice y del centro: 9 — 4 =5, luego: a =
5. Como un foco esta en (0, -2) entonces distancia focal c =4 — 0 = 4.
Ahora calculamos b: b* =a® —-c¢® reemplazando: b* =5°-4* =25-16=9
Como ya se tienen los datos necesarios, se reemplaza en la formula.

Por los datos dados en el problema, la ecuacion es de la forma:
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(-, (y+2)f _,
25 9

En seguida procedemos a buscar la ecuacion general: identifiquemos el comun denominador:

_1)2 2
225. entonces: 9(x 4) gzis(y * 2) =l== 9(x - 4)2 + 25(y + 2)2 =225
Desarrollando los productos notables:

9(x® —-8x+16) + 25(y* + 4y + 4) = 225=>=> 9x* — 72x + 144+ 25y* + 100y +100= 225
Igualando a cero: 9x* + 25y? — 72x+100y + 244 = 225== 9x* + 25y* = 72x+100y +19=0

En la ecuacion se observa que a =9 y b = 25, son diferentes y de igual signo, luego corresponde a
una elipse, como se dicen en la definicion. Ademas como c y d son diferentes de cero, el centro de la
elipse esta fuera del origen de coordenadas.

Ejemplo 274:

Dada la ecuacién 5x* + 4y? —30x +16y + 41=0. Identificar los parametros y hacer un bosquejo de la
gréfica.

Solucion:

Comoa=5 y b=4ycon signos iguales, corresponde a una elipse. Para identificar los pardmetros,
se debe llevar de la ecuacién general a la candnica, para esto, se agrupan las variables:

(5x* - 30x) + (4y” +16y) = -41
Factorizamos para obtener la variable al cuadrado con coeficiente uno.
5(x? = 6X) + 4(y’ + 4y) =-41

Completamos cuadrados en ambas variables. Recordemos que esto se hace dividiendo el coeficiente
de la variable lineal en 2 y elevando al cuadrado.

5(x? ~6x+(90)%) + 4(y? + 4y + (4)?) = -41+5(80)% + 4(%))?

Recordemos que lo adicionado a un lado, se debe adicionar al otro lado de la ecuacién, para que esta
no se altere. Operando:

5(x* —=6x+9) + 4(y® + 4y + 4) = -41+ 5(9) + 4(4)
5(x* —6x+9)+4(y* +4y+4) =20
Desarrollando los trinomios cuadrados perfectos: 5(x—3)* + 4(y +2)* = 20
_ ;2 2
5(x-3) N 4(y+2) _1
20 2C

Dividimos todo por 20, para que el cociente sea igual a uno.

_ ™2 2
(x-3*, (y+2° _,
5 2
La ultima ecuacion es la canénica. Recordemos que a > b, luego 5 x
> 4, entonces el eje mayor es paralelo al eje y. Centro: (3, -2). |

Como a:\/§:>:>2a:2\/§ b:ﬁ::zb:4

Simplificando:

c®=a*-b*=5-4=1
Distancia focal: c =1 6
Focos: (3,-1) y F*(3,-3)
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LA PARABOLA:

El procedimiento para obtener la ecuacion general de la parabola es similar al realizado en los casos
anteriores.

DEFINICION:

Toda ecuacion de la formax® + by” + cx+dy+k =0 corresponde a una
parabola, siempre y cuanda=0 6 b=0.

Si c y d son cero, el vértice de la parabola astal erigen de coordenadas.

Ejemplo 275:
Sea la parabola con ecuacion canodnica: (y - 3)2 = 18(x + 3) Hallar la ecuacion general.

Solucion:
Desarrollamos el producto notable. y* — 6y +9 =18x +54
Igualamos todo a cero. y* -6y -18x+9-54=0== y* -6y—-18x—-45=0

En este caso, a=0 y b =1, ya que no aparece término en x 2. Como c=-18 y d = -6, el vértice de
la parabola esta fuera del origen.

Ejemplo 276:
Hallar la ecuacion general de la parabola con vértice en (-2, 2) y foco en (0, 2).

Solucioén:
Primero debemos obtener la ecuacién canonica. Como el vértice y foco coinciden sobre el eje X,

entonces la parabola tendra como ecuacion canoénica: (y - k)2 =4p(x-—h)

La distancia focal p = 0 — (-2) = 2. Entonces reemplazando: (y—2)2 = 4(2)(x—(—2))::>(y—2)2 =8x+2)
Operando la Gltima ecuacion, se obtiene la general. y* —4y +4=8x+16

Reorganizando los términos: y*> -4y -8x+4-16=0=>= y*-4y-8x-12=0

Para este caso: a=0 y b=1. Como cy d son diferentes de cero, el vértice esta fuera del origen de
coordenadas.

Ejemplo 277:

Dada la ecuacion de la parabola: x> —6x—12y+33= 0 Identificar los parametros y hacer un bosquejo
de la grafica.

] 15
Solucién:

10
Debemos transformar la ecuacion general en la canonica, lo
gque se hace agrupando las variables y completando
cuadrados donde se requiera.

5w FGEI)

(3, 2)

(x> -6X)—12y+33=0== (X* —-6x+9) -12y +33=9
(x-3)2 =12y -33+9== (x-3)* =12y -24 e

322



Ajustando la dltima ecuacion a la forma canénica:
(x-3)* =12y -2)

4p =12, entonces: p =3

LA HIPERBOLA:

Siguiendo los mismos argumentos utilizados en los casos anteriores:

DEFINICION:

Toda ecuacion de la formax® + by® + cx+dy+k = 0 corresponde a una
Hipérbola, siempre y cuanda#0 b#0 a#b ademas, debe tener signos
contrarios. Cuando y/ o d son diferentes de cero, el centro de la hipéresta
fuera del origen de coordenadas.

Ejemplo 278:

. . - x+2)" (y-2) " y
Sea la ecuacion canodnica de la hipérbola: ( ) - (y 5 ) =1 Identificar la ecuacion general.

Solucion:
De la ecuacion candnica, buscamos el divisor comln que para este caso es 6 y desarrollamos asi:

3x+2) -(y-2)
6

Desarrollamos los paréntesis:

3(X* +4x+4)—(y* -4y +4) =6 == 3x* +12x+12-y* +4y-4-6=0

Reorganizando se obtiene la ecuacion:

3X* - y? +12x+4y+12-4-6=0=>=3x" - y* +12x+4y+2=0

En la dltima ecuacion se observaquea=3 y b=-1. ¢=12 yd=4, comocyd son diferentes de

cero, el centro de la hipérbola esta fuera del origen de coordenadas.

=1=>=3(x+2)° - (y-2)* =6

Ejemplo 279:
Encontrar la ecuacion general de la hipérbola que tiene focos en (¢4, 0) ya = 2.

Solucién:
Segln los datos c=4 y a=2. Entonces: b?=c’-a®>=16-4=12
El centro estd en (0, 0). El vértice V (£ 2, 0). El eje trasverso esy =0
(x=h)? _(y-k) _

Y -1

—0N)? —n\? 2 2
(=0 _(y=0F _,__ ¥ _ ¥ _,
12 4 12

La ecuacion es de la forma:

Reemplazando:

A partir de ésta, se puede obtener la ecuacion general.
(x)° (v 3 -y
4 12 12
Finalmente: 3x*-y? =12==3x*-y*-12=0

=l== =1=>=3x*-y* =12
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Vemos que a=3, b=-1. Eneste casoc =0yd =0, entonces el centro estara en el origen de
coordenadas.

3xf -yf-12=0

-4

-5

Leccién Cuarenta y cinco:  Aplicacion de la Geometria Analitica

La geometria analitica es una fuerte herramienta mateméatica para resolver problemas de las diversas
areas del conocimiento. Inicialmente es pertinente tener en cuenta los principios y caracteristicas de
cada figura, con el fin de saber cual utilizar segun el problema presentado. Los ejemplos que se
proponen solo son una motivacion para que con buenos argumentos matematicos, buen razonamiento
y ante todo buen sentido légico, se pueda resolver problemas donde la geometria analitica es
protagonista.

A continuacion se dan algunos lineamientos que pueden servir para resolver problemas de Geometria
Analitica.

1. Leer el problema las veces que sea necesario hasta entender que se debe hacer y como

hacerlo.

2. Determinar la figura que méas se adapta al problema, identificando los datos dados y los datos a
calcular.

3. Encajar los datos; segun el problema, en la ecuacién pertinente para realizar las operaciones
requeridas.

4. Obtener el valor a las preguntas planteadas y asi resolver el problema.
Ejemplo 280:

Se desea construir una ventana de forma semicircular, cuya base debe medir 2 metros. ¢Cuéanto
material se requiere para el contorno de la misma?

Solucién:

De forma semicircular significa media circunferencia. Asi el material requerido es para la mitad de una
circunferencia mas la base que ya se sabe su longitud.

Longitud de la circunferencia: L =27/R
El diametroes D =2, luego R = 1.
Entonces: L =27(1) =27

Pero es media circunferencia, asi: L =7

| 3 metros El contorno para hacer la ventana requiere
| 1 (n+2) metros.
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Ejemplo 281:

En la tabla adjunta se muestra los datos de los costos de X (Afios) Y (Costo)
publicidad de 10 segundos en miles de pesos, en un horario de 1980 315
mediana sintonia.
1984 385

32toltsllentlf|car el grafico que muestra el comportamiento de los 1987 280
b-) Obtener el modelo mateméatico mas adecuado segun el 1991 550
grafico obtenido.
c-) Con el modelo obtenido, pronosticar el valor de la publicidad 1995 625
para los afios 1.982 y 1.994 2000 695
Solucion:
a-)

700 .

600 ‘

.

500 ‘

g400 3

2 &

1975 1980 1985 1990 1995
ANOS

2000

2005

b-) Segln la grafica se observa que la tendencia de los datos en a una recta, luego el modelo que

vamos a disefiar es el de unarecta. Y = mMX+Db

Lo primero que debemos hallar es la pendiente m. Veamos como se hace.

385-315 70
P, (1980, 315) y P,(1984,385). m =————— =—=175
2 ) v Pl » ™= 1os-108( 4
550-480 70
P3(1987, 480) y P,4(1991,550). m,=————=—=175
o )Y Pal > M =901 1087 4
695-625 _ 70
Ps (1995, 625) y Pg(2000,695). m, = —— = —=
s ) ¥ Pol M = 00(-109 ~ 5
Calculamos la pendiente promedio: m = 175+ 137’5+14 = 1633

Como ya tenemos la pendiente, ahora calculamos el valor de b que esta en la ecuacion.
y = 1633x+b, tomamos cualquier punto, digamos P; (1980, 315) luego:

315=1633(1980 +b == b =315-323334 = -320184
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Finalmente el modelo sera de la forma: y - 1633)( - 32-018;4

c-) Con el modelo obtenido:

Para el afio 1982. 'y =16.33(1982) —32.018,4 = 347 66
Para el afio 1994. Yy =16.33(1994) - 32.018,4 = 54364

Ejemplo 282:

El planeta Mercurio se mueve de forma eliptica alrededor del sol, con una excentricidad de 0,206. El
eje mayor es de 0,774 U. A. (Unidades Astronémicas), ¢ Cudl sera la distancia maxima entre Mercurio
y el Sol?

Solucion:

2 2
. - C a“+b -
Para la elipse la excentricidad es de la forma; e=— =~~~ Entonces: C = a& * €
a a
El sol esta ubicado en el foco F. Como 2a = 0,774 U. A. Entonces a = 0,387 U. A. Para calcular c
podemos aplicar la férmula de excentricidad. c = a*e = 0,387 x 0,206 = 0,0797
La mayor distancia entre el sol y mercurio es FV’; es decir, a+c

Asi distancia maxima: 0,387 + 0,079 = 0,466 U. A.
¥

v F F VX

Y i
¥

\m

Ejemplo 283:

Las sefiales de un satélite son recibidas en una antena parabdlica y reflejada en un solo punto, donde
estd ubicado el receptor de sefiales. La antena mide 6 metros de diametros y 2,8 metros de
profundidad. ¢ En qué posicion se debe colocar el receptor tomando como base el vértice del disco.

Solucion:

La figura nos ilustra el proceso.

(3,2.8)

La ecuacion que se adapta a la figura es de la forma:
x* = 4py

Con el punto que se conoce se reemplaza en la
ecuacion: (3)° =4p(28)

Despejamos P para obtener: P = 0,8035

326



Como p es la distancia focal, entonces el foco se debe colocar a 0,8035 metros del vértice de la
antena.

Ejemplo 284:

Un puente esta construido en forma semieliptica, cuya extension es de 40 metros y altura maxima de 8
metros. ¢ Cudl sera la altura del puente a 10 y 15 metros del centro del mismo?

Solucién

(10, ¥)
(15,¥)

& metros

40 metros 10 15

2 2
La ecuacion que se requiere es de la forma: — + Y - 1

Como 2a =40, entonces a =20. Por otro lado: b = 8, se puede observar en la figura.
2 2

Entonces la ecuacion que gobierna la forma del puente es: — +3 = 1

40C 64
- Para hallar la altura a 10 metros del centro, se reemplaza el valor de x en la ecuacion y se despeja el
valor dey.

2 2
0)° \ ¥ _ gy y2- 64(1— 1] = 192 Despejando y: 192 = /48 = 4+/3 = 6928
400 64 4)” 2

- De la misma manera que el caso anterior, la altura a 15 metros.

1120
5)° 1o ys 64(1_@j _ 64(175) 11200 = J28= 5201
400 64 400 400) " 400
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EJERCICIOS

Dada la ecuacién de segundo grado, identificar los parametros y un bosquejo de la gréfica.

1. y>-4y-2x+4=0 Rta: Parabola. V(-4, 2) F(-7/2, 2) Eje:y = 2
Directriz: x = -9/2

2. X*+y?—-4x+6y-36=0 Rta: Circunferencia. C(2, -3)yR =7
3. y? —4x* -16x-2y-19=0 Rta: Hipérbola. C(-2, 1), V(-2, 3) y V((-2, 1)
F(-21£+/5)

4. 25x% + 4y? — 250k — 16y + 541=0 Rta: Elipse. C(5, 2), V(5, 245), F (52++/21)

Q

5. 2x%> +2y* —12x+4y-15=0 Rta: Circunferencia. C(3, -1), R= 1/%5
6. Un rayo de luz es emanado del foco de una parabola, cuya ecuacion es x* +y—-4=0, éste toca

con la parédbola en el punto p(-1, 3) ¢Cual seré la ecuacion del rayo de luz?

Rta: 4y—-3x-15=0

7. La superficie que describe la tierra tiene una ecuacion de la forma x* + y* + 2x+4y-4091=0. Un

Satélite da vueltas a la tierra en forma circular a 0,6 unidades por encima de ésta. ¢Cudl sera la
ecuacion de la orbita del satélite’

Rta: x* +y? +2x+4y—-4168=0
8. Un puente esta construido en forma de arco semieliptico, su extensién es de 120 metros y la altura
maxima del puente es de 25 metros. ¢ Cuél sera la altura del arco a 50 metros del centro del puente.

Rta: 13,82 metros

9. Una pista para Atletismo tiene forma eliptica, la distancia focal es de 40 metros y la longitud del eje
menor que pasa por el centro es de 60 metros. jCual es la longitud del eje mayor?

Rta: 100 metros
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CAPITULO OCHO: LAS SUMATORIAS Y PRODCUTORIAS 2 X

INTRODUCCION

Dentro del estudio de muchos fenémenos de la naturaleza, la formulacion del modelo que describe el
comportamiento del mismo, puede estar bajo el uso de variables discretas, siendo las sumatorias un
insumo fundamental. Las sumatorias son procesos matematicos muy particulares de gran utilidad en
ciencias estadisticas, ciencias econdémicas y otros. Aun en los fundamentos de Calculo Integral, las
sumatorias son un insumo basico, es comun hablar de las muy nombradas Sumas de Riemman, como
la base de las integrales definidas. En el analisis de series las sumatorias son el pan de cada dia. En
fin se puede observar que las sumatorias tienen gran utilidad en el mundo de las mateméticas.

La idea de proponer es estudio de las Sumatorias, es con el fin de poderlas utilizar en tematicas que
las requieran y que a veces por falta de las mismas, los procesos se detienen un poco y a veces se
complican para los estudiantes.

La productoria es un operador matematico muy especifico, de gran utilidad en ciencias estadisticas,
ciencias econdmicas y otros, no se conoce un compendio especifico para este operador, solo se dan
apartes en cursos donde es necesario utilizarlo. Por esto se considerd pertinente darle ese espacio
gue merece dicha tematica.

El operador productoria no es muy conocido, tal vez porque su utilidad es muy limitada, sin embargo
este operador es fundamental en muchos temas de matematicas, por decir un caso “El Factorial”
utilizado en estadistica para las técnicas de conteo y en Algebra para el desarrollo de la expansion
binomial. Esto es suficiente justificacion para que se deba analizar este operador matematico.

Se ha utilizado un lenguaje muy sencillo y didactico para que usted estimado estudiante, pueda
comprender e interiorizar los principios sobre estas dos teméticas.

329



LA SUMATORIA

a+ k

s = > n,

Leccion Cuarenta y seis: Fundamentacion de sumatoria .

Para denotar la sumatoria se utiliza la letra griega sigma Z que corresponde a la letra s en el
alfabeto espafiol. La notacion se puede generalizar de la siguiente manera:

S = La magnitud de la operacién sumatoria

i = El indice de la suma, éste varia de a hasta a + k.

a = Término inicial de la sumatoria. (Limite inferior)

a + k = Término final de la sumatoria. (Limite superior)
n;= Valor del término en el punto i.

k = Cantidad de términos a operar en la sumatoria.

Existe un caso particular de sumatoria en donde el limite superior es infinito, mas conocidas como
series, cuya simbologia es:

I=a

La tematica de series serd abordada en cursos superiores, aqui solo se busca que se conozca cual es
su raiz, las sumatorias.

Para operar sumatorias es pertinente comprender en primera instancia, los términos a operar y el
3

indice de los mismos. Por ejemplo si deseamos operar Zai Lo que se dice es que debemos tomar
i=1

los términos desde uno hasta tres (Limite inferior: i = 1, Limite superior: i = 3) para los valores de a 'y

3
sumarlos. Entonces: Za1. =a, ta, ta,
i=1
5
Otro caso que nos puede ambientar las sumatorias: Se desea operar: Z ab
i=3

El problema nos plantea que debemos sumar el producto ab, que van desde tres hasta cinco.

5
Veamos: Y gb = ab; +a,b, + ab;

i=3

Resumiendo los dos casos, se observa que los términos se suman desde el limite inferior hasta el
limite superior.

Ejemplo 285:
Hallar la suma de los siguientes términos. D = 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16.

Solucion:

8
Se expresa analiticamente el problema. S= Zai Donde a ; = 2n; Es la forma de expresar los
i=1

enteros pares positivos. S = 28: 2n, =2() +2(2) + 2(3) + 2(4) + 2(5) + 2(6) + 2(7) + 2(8)

i=1
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8
Operando: S:Z:Zni =2+4+6+8+10+12+14+16=72

i=1

Ejemplo 286:
Segun la figura, cuantos cubos hay en la i
organizacion dada por la piramide.

<H_W/>
Solucién:
Se observa que en cada fila se tiene el cuadrado \\\_&//
de la cantidad presentada. Planteemos =
matematicamente el caso: \\\/
S=1+2*+3° +4% +5° .y -
Aplicando la nomenclatura de sumatorias. I

5
s=Yi
i=1

5

Desarrollando la sumatoria. S = Z i2=12+22+3°+4°+5° =1+4+9+16+25=55
i=1

En la pirdmide se tienen 55 cubos.

Ejemplo 287:
6
Resolver la siguiente operacion. Z 5
i=1
Solucion:

Lo que plantea la sumatoria es que se debe sumar el cinco, seis veces.

6
> 5=5+5+5+5+5+5=30

i=1
Ejemplo 288:

.
Resolver la siguiente sumatoria. Z (2 +2

i=1
Solucion:

Como en los casos anteriores, se debe sumar los términos desde 1 hasta 7.
7
> (@ +2)=(20) + 2)+(2(2) + 2) + (23) + 2) + (2(4) + 2) + (2(5) + 2) + (2(6) + 2) + (2(7) + 2)
i=1
.
Operando: z (21+2)=4+6+8+10+12+14+16=70
i=1

7
Por consiguiente: » (2i +2) =70

i=1

En los ejemplos se observa que las operaciones son extensas, para simplificarlas, existen algunos
teoremas y propiedades que permiten aceleran los calculos.
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TEOREMAS:

TEOREMA 1:

n

c=n*c Parai€ Z' y c = constante
i=1

Demostracion:

Sea c una constante, como la sumatoria varia de uno hasta n, esto indica que se debe sumar n veces
la constante.

n
Y c=c+c+c+..n.vecessn*c
i=1

TEOREMA 2:
Zizw Parar€Z" y i=1,23,..,n

i=1

Demostracion:

La demostracion se le atribuye al gran matematico Gauss (1.777 — 1.855).
Primero sumamos en forma ascendente.

Zn:i =1+2+3+4+..+(n-2)+(n-1) +n

(Itzémo la suma es conmutativa, sumamos en forma descendente.
Zn:i =n+(n-)+(n-2)+...+3+2+1

:ﬁora sumemos las dos ecuaciones anteriores.

Zii =(n+)+(2+n-)+@B+n-2)+...+ (2+n-1) +(n+1)

i=1

Simplificando: ZZn:i =(n+)+(n+)+(n+D)+..+(n+D)+(n+2)

i=1

n
Se observa que se debe sumar n veces el término (n + 1), entonces: ZZi =n*(n+1)
i=1

- o _nh*(n+1
Despejamos la sumatoria. Y i :%
i=1

Asi queda demostrado el teorema No 2.

Forma Alternativa del teorema 2. n 1 1
Yi==n’+Zn
2 2

i=1

332



TEOREMA 3:
Zn:iz _n(n+hH(2n+1)
— 6

Para 1€ Z*

Demostracion:

Se deja como investigacion para hacerla en forma individual y compartir con el grupo colaborativo.

Forma Alternativa del teorema 3. n

TEOREMA 4:

m m n-1

A F2 : 2
217 =2 17 =2 1" paran<m
i=n i=1 i=1

Demostracion:

Investigar con el grupo colaborativo y compartir con el Tutor.

TEOREMA 5:
2
ol n(n+1
Zﬁ:(—( )] Para € Z*
=1 2

Demostracion:

Investigar con el grupo colaborativo y compartir con el Tutor.

Forma alternativa del teorema 5: n 1 , 1,
4

TEOREMA 6:

Z”: . n(n+2)(2n+1)(3n* +3n-1)

Para & Z*
= 30

Demostracion:

Investigar con el grupo colaborativo y compartir con el Tutor.
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A continuacién vamos a interiorizar los teoremas dados anteriormente, por medio de algunos ejemplos
modelos.

Ejemplo 289:
4
Resolver: Zi

i=1
Solucion:

4
Segun el teorema No 1: Zi = n(n2+ D = 4(42+ ) :%)
i=1

=10

Ejemplo 290:
5
Resolver: Zi2

i=1
Solucion:

5
Por el teorema No 2, desarrollamos el problema. Ziz = r(n+])6(2n+il) = 5(5+D(§*5+D :5*(;*11= 55
i=1

Ejemplo 291:

8
Cudl sera el valor de: z i3

i=1
Solucion:

8
Por el teorema No 5 se puede resolver. Zi3 =
i=1

2 2 2
nn+1 8B8+1 72° 5184
—( ) = 6+1) =—= = 1296
2 2 2

Los teoremas propuestos, simplifican los calculos en términos de operar sumatorias, lo importante no
es aprender el orden de los mismos, sino su principio y utilidad en un momento que se requiera. Con
muchos ejercicios se fortalece esta premisa.

Leccion Cuarenta y siete: Propiedades y Operaciones de las Sumatorias
Las sumatorias tienen propiedades, que también permiten resolverlas de una manera mas analitica.

Las demostraciones se pueden hacer por Induccién matematica, lo cual seria pertinente investigar,
pero por las metas del curso, éstas se omiten, ya que lo importante es utilizarlas adecuadamente.

Propiedad 1:

n n
Z Cl= CZ' Para ¢ = constante y€rz"
i=1 i=1

Propiedad 2:

> 2i=n(n+1) Para @Z*

i=1

Esta propiedad es consecuencia del teorema No 2.
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Propiedad 3:

ii:(p+q)(q—p+1)
2 Parap<q y @Z"

i=p

Esta propiedad nos permite resolver sumatorias partiendo de cualquier valor inicial i diferente de uno.

Propiedad 4:

Zk:(m_n"'l)*k Paran<m y @Z'

i=n

Esta propiedad es analoga al teorema No 1, solo que aqui los términos comienzan en un valor
diferente de uno.

Propiedad 5:

Z”:(iz +i)= n(n+1)(n+2)

3 Para &€ Z

Propiedad 6:

Zn: t 0" Para 627
; T ara
~i2+] n+1

Veamos algunos ejemplos de aplicacion de estas propiedades.

Ejemplo 292:
6
Resolver )" 2i

i=1
Solucién:

Este ejemplo se puede resolver aplicando las propiedades uno 6 dos. Resolvamosla por los dos
caminos:

6
- Por la propiedad uno:  2) i = ZM

i=1

6
-Por la propiedad dos. » 2i = 6(6+1) =42

i=1

= 6(6+1) = 42
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Ejemplo 293:
7

Hallar la sumatoria siguiente: Z |
i=4

Solucion:
7 . + —_ + *
La propiedad No 3 nos permite resolver este problema. ZI = 4 7)(; 4+1) = 112 4 =22
i=4
Ejemplo 294
10 1
Resolver: PP
' ;1 (1 +1)
Solucion:
0 1 10 10

Por la propiedad No 6 se puede resolver este problema. = =
Prop P P iZ;i(i+1) 10+1 11

Para interiorizar las propiedades de sumatorias, lo mas pertinente es resolver diversos ejercicios, por
lo cual se recomienda que usted estimado estudiante proponga ejercicios y los resuelva en grupo
colaborativo, esto les dard mucha riqueza en términos de sumatorias.

OPERACIONES CON SUMATORIAS:

La sumatoria es un operador que se puede utilizar para suma y resta de términos, segun los siguientes
principios.

SUMA:

1._Zn(ai+bi):_znai+_znbi

Este principio nos permite deducir que la sumatoria de una suma, es igual a la suma de la sumatoria
de los términos. Lo anterior se puede hacer extensivo a mas de dos términos.

RESTA:

2. i(ai_bi):iai_ibi

En este caso se puede decir que la sumatoria de una diferencia, es igual a la diferencia de la
sumatoria de los términos.

Ejemplo 295:
8
Resolver: )" (4i +3)
i=1
Solucién:

Con las propiedades y teoremas estudiados, podemos resolver este ejemplo, veamos:
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8 8 8
Por el principios de la suma. Z (4i + 3) = Z 4i + Z 3

i=1 =1 i=1

8 8 8
Por la propiedad No 1y el teorema No 1. Z 4i + Z 3= 42 i +8*3
= i=1 =

8
Desarrollando: 42 i +8*3= 4(@) +24=2*72+24=168
i=1
Ejemplo 296:
5
Resolver: Y’ (5i% = 7i)

i=1

Solucién:
5 - 2 - 5 - 2 5 -
Inicialmente por el principio de la diferencia. Z (Gi°-7i) = Z ol ° - Z 7
i=1 i=1 i=
5 . 5 . 5 . 5 .
Ahora aplicando la propiedad No 1. Z 5i% - Z 71 = 52 i?- 72 i
i=1 i=1 i=1 i=1

Aplicando el teorema dos y tres: 5(

5(5+1)(2*5+1)j_7(5(5+1)]
6 2

330 30
Desarrollando: 5( ] 7( 5 ] 275 -105 Finalmente: Z (5i* - 7i) =170

6 i=1
Ejemplo 297:
- 2
Resolver: Z(xij - ij)
i=1
Solucion:

Se observa que la sumatoria esta sobre el subindice i, en este casoj seria una constante, entonces:

ZN:(Xij ~ X )2 :(Xii ~X )2 +(ij =X )2 +(ij ~X, )2 +...+(le- ~ X )2

i=1

Con este ejemplo es pertinente aclarar dos situaciones:

i=1

1.

n

(e

i=1 i=1
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Ejemplo 298:

3 3 2
Resolver: > x? 'y (inj

i=1
Solucion:

3
Para el primer caso: Z x> =X +X + X2

i=1

3 2
Para el segundo caso: [Z xij = (x1 +X, + X3)2

i=1

2 2 2 2
Evidentemente: X1 + Xz + X3 7 (X1 + X2 + XB)

LA MEDIA ARITMETICA:

Un ejemplo vivo del uso de las sumatorias es la muy conocida Media Aritmética o Promedio, término

muy utilizado en Estadistica.

T . 1 n
Por definicion: X = _Z X,
n i=1

A partir de la anterior, se pueden obtener dos ecuaciones alternas.

e < 1
nx-Zxi y —§Z X,
i=1 i=1

Ejemplo 299:

n

Demostrar que » (% —X)=0
x=1

Solucion:

Por el principio de la resta: Zn: (xi - X) = Zn: (xi ) - Zn: ()‘()

x=1

Reemplazando en las ecuaciones alternas y utilizando las propiedades respectivas.

> (x)-3 (%)= ¢~ =0

x=1 x=1

Ejemplo 300:

Demostrar: i(xi -x)’ = i X7 = nx*
Solucion: - -

n

Desarrollando el producto notable: Z(xi - i)
i=1

x=1

2 :i(xi2 —2>gi+iz)

i=1
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n n

Por el principio de suma y resta. Zn: (Xi2 —-2xX+ X2) = Z (Xiz)_ Z (2Xi X) + Zn: (22)

i=1 i=1 i=1 i=1

Aplicando la propiedad No 1: i (Xiz)— Y (2 X; Y)+ Y (Yz): Zn: Xi2 - 272 X, + z X2

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Ahora por el teorema No 1: inz —ZT(Z)Q +Z:)_(2 = inz - 2%X(IX) + rx* =Z)g2 —2rix? + x?

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n n
. 2 _org? 4 o2 =N y? _ g2
Finalmente: )X —2MK* +1X* = > x* =X
i=1 B

DOBLE SUMATORIA:

En situaciones encontradas de Algebra Lineal, Economia, Estadistica y otras ciencias, se presentan
casos donde se debe hacer la suma de n sumas. Dicho de otra forma, sumatorias de series de
sumatorias.

En este espacio vamos a analizar la doble sumatoria, la cual se puede expresar de la siguiente
manera.

n

m n n n n
Z( aijJ:Zail+zai2+zai3+'"+zaim
=1 i=1 i=1 i=1 i

i=1 i

Resumiendo: Zn: a, + Zn: a, + Zn: Qg+ ..+ A, = Zm: (Zn: aijj
i=1 i i=1

i=1 i=1
n m m n
Lo anterior muestra que para este tipo de sumatorias: Z Z a; | = Z Z a;
= 5 . .

Como conclusion, podemos decir que en una doble sumatoria finita, el orden del operador es
irrelevante; es decir, no afecta la operacion en su resultado.

Ejemplo 301:
3 4

Hallar el valor de la siguiente operacion. z (z (i +2] )j
i=1 \_j=1

Solucioén:

Primero hacemos la sumatoria sobre j:

g[(i +2)+(i +22) +(i + 203) +(i + 20)| =[(i +2) +(i +4) +(i +6) +(i +8)]

cpernt Y, =[(1+2)+(+4)+(+6)+(+8]=3 i +20

i=1
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3

En seguida hacemos la sumatoria sobre i: Z (4i+20 = (4(1) + 20) + (4(2) + 20) + (4(3) + 20)

i=1

3
Finalmente: > (i (i + 2j)j =24 +28+32=84
=1\ j=1

Ejemplo 302:
4 3 . )
Desarrollar: Z (I * 3 )

i=1 j=1

Solucién:

Al igual que en el caso anterior, operamos sobre j primero.

4 4 4
S fi*a+ixs2+i*3®]=3 [63i +9i+27i]= > 39i
i=1 i=1 i=1

Ahora hacemos la operacion sobre .

4
" 30i =[39(1) +39(2) +39(3) + 39(4)] = 39 + 78 +117 +156 = 390
i=1

Ejemplo 303:
4 2 J * | 2
Resolver: ' ( : j
=2 =1\ ) T
Solucioén:

- 2 - 2 . 2 . 2
Se opera sobre i primero. i TR I O ™ = 24: ] L[ 2]
2| L] +1 j+2 ~Lj+1 j+2

Operando y simplificando. Z“: K%JZ +( .ZJZJZ} _ 24 {(. j21)2 + (.4j;)2:|
4 J+ J+ j=2 J+ J+

i=2

Ahora se opera sobre j.

Z“: ji? + 4ij? _ 2° +4*22 + 3? +4*32 + 4? +4*42
=L(+r) (+2) ] [@+1f (+2) ] [(B+1) (+2)°] [(4+1) (4+2)
Desarrollando las potencias y productos, para luego sumar las fracciones.

4 16 9 36 16 64 13 801 544 5200 + 7209 + 8704
| S | = | ==+ + =
9 16 16 25 25 36 9 400 225 3600

: : , 4 G ] 21113
Operando las fracciones se obtiene finalmente. Z z — = =
TR A IR 3600

Algunas de las aplicaciones de la sumatoria esta el desarrollo de la expansién binomial, dicho
algebraicamente los productos notables.

@+b) =Y (Ua”‘kbk

k=0
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LA PRODUCTORIA M a.

Leccion Cuarenta y ocho: Fundamentacion de Productorias

Para denotar la productoria se utiliza la letra griega pi |‘|

La notacion se puede generalizar de la siguiente manera: =

P = La magnitud de la operacién productoria il
i = El indice del producto, éste varia de n hasta n + k.

n = Término inicial de la productoria. (Limite inferior)

n + k = Término final de la productoria. (Limite superior)

a ;= Valor del término en el punto i.

k = Cantidad de términos a operar en la productoria.

La formula establece que el operador productoria consiste en multiplicar los términos a ; dado que i
varia de n hasta n + k.

Se puede generalizar la definicién de la siguiente manera:
m

—_ * * * *
|_| a'i - an an+1 an+2 am Siendo n<m
=N

En este operador es importante identificar el nimero de factores, el cual se obtiene con la siguiente
relacion. m—-n+1

Ejemplo 304:

Dada la expresion: rl a, Desarrollar la productoria e identificar el nimero de términos.
i=1

Solucion:

4
La productoria se puede indicar asi: |_| a, =a, *a,*a;*a,
i=1

Ahora para identificar el nimero de términos, aungque se ven explicitamente, con la férmula:
m-n+1:4—-1+1=4. Efectivamente hay 4 términos en la expansion.

Ejemplo 305:
5 .
j
Calcular: I_l 2
j=1
Solucién:

] 21 = 21x22% 23 %x 24 x 95

La extension de la productoria. I_l
j=1
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Desarrollando: I_l 2/ =2*4*8*16*32 = 32.768

j=1

Ahora determinemos el nUmero de términos: m—n+1=5-1+1=5.

Ejemplo 306.

6 k 2
Desarrollar: L_'
Lk +1

Solucién:

6 k2 32 42 52 62
La expansion. L_l =
L,ik+1 3+1 4 +1 5+1 6 +1

. k 2 _[9}(16 j[ZS j[36j_ 2160 _ 1.080
Operando: = — = =
l:I3 k +1 4 5 6 7 114 7

El nimero de factores: m—n + 1: 6 — 3 + 1 = 4, los cuales se observan en la operacion.

Leccion Cuarenta y nueve: Propiedades de las Productorias

Al igual que las sumatorias, las productorias tienen algunas propiedades, que permiten desarrollar

productorias de una manera mas agil.

Propiedad 1:

|_| |—n| Para k = constante yenz*

La siguiente propiedad, hace referencia a la productoria del producto.

Propiedad 2:

M memn®l= | IOl A ol [ holl

También es pertinente la propiedad de cociente. La propiedad expresa que la productoria de un

cociente, es igual al cociente de la productoria.

Propiedad 3:

n

” (f(i)] o Para[] g (i) # o
+ Lg (i) | =1

M o

i=1
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Existe una propiedad de los logaritmos que esta relacionado con las productorias.

Propiedad 4:

oa | [ 0] - 3 s 0

Ejemplo 307:
6
Desarrollar 21
i=1
Solucién:
2 6 6
Haciendo la expansion: |_| 21 =2 =2 (l* 2*3*4*5* 6)
i=1 i=1

Desarrollando: 2° (1* 2* 3* 4* 5* )= 46.080

Ejemplo 308:
3
Desarrollar: LOQ |_| (3k)
k=1
Solucioén:

3 3
Por la propiedad 1: Log L_l (3k) = Log 3° L_l (k)
=1 =1

3
Desarrollando la productoria: I—og 33 D (k) = I—Og 33 (1* 2% 3)
=1

Operando: Log 3*6 = Log 27*6 = Log (162)
Finalmente: Log (162) = 2,209

Calculo de Productorias:

Para desarrollar las productorias existen algunas férmulas que nos permiten resolverlas de una

manera mas agil.

1. n 2. n
k = k" i = n!
|i_:|l |i_:|l
3. 4. n
no . _(n+ p)! . _ n!
[]@+P="5 AT
Para p una constante Para m<sn
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Ejemplo 309:
6

Hallar: |_| p
i=1

Solucién:

Aplicando las propiedades se obtiene. |_| P
i=1

Ejemplo 310:
5
Hallar el valor de: |_| K
k=1

Solucion:

5
Utilizando las propiedades, desarrollamos el problema. L_l k =5l=5*4*3*2*1=120
=1

I
©

Ejemplo 311:
7
Resolver: |_| |
i=3
Solucioén:
7 1 1 * * * * * *
I_l i:L:L:7 6*5*4*3* 2 1:2520
i =3 (3 -1)! 2! 2*1
Ejemplo 312:
m iZ
Resolver: I:! (W]
Solucioén:
Desarrollemos la expansion.
m i 2 n? (n+1)% _ (n+2)? (m-1)2 m?
I_I — * * * ok *
-\ (i +1)%) (n+1)® (n+2)° (n+3)° m? (m+1)°

Simplificando términos semejantes se obtiene.

m i2 _ nZ
L_! ((i +1)2j' (m+1)2

Ejemplo 313:
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4

Resolver: Z Log (4|)

i=1
Solucién:

Por la propiedad de equivalencia entre sumatorias y productorias, lo podemos desarrollar:

24: Log (4i) = Log |_4l 4i | = Log 44|_41 i | = Log[256(4!)]

i=1

Mas adelante se analizara el concepto de factorial, por ahora solo podemos decir que el factorial de 4
(4" es 4x3x2x1=24

Asi: Log [256 (41)] = Log [256 x24] = Log (6144 ) = 3,788
4

Por consiguiente: Z
i=1

Log (4i) 03,788

Leccion Cincuenta: El Factorial

El factorial es un concepto mateméatico, siendo una herramienta muy importante en campos como el
algebra, el calculo y la estadistica. Estas razones motivan el estudio de los factoriales.

El factorial o producto factorial de un ndmero, es una operacion que permite hacer productos
secuenciales cuando asi se requiera, tal es el caso del desarrollo de combinatorias en el calculo de
probabilidades, el desarrollo de la expansién binomial en los llamados productos notables y otros.

DEFINICION:
Para todo namero natural n, el factorial de n gsaducto de todos los
naturales desde 1 hasta n.

N=1x2x3x4X..x(n=1)xn

A partir de la definicion anterior, el factorial de un nimero se puede resumir de la siguiente manera:

Propiedades:
Dos propiedades importantes acerca de los factoriales:

1. Por definicion: 0! = 1
2. De la definicion se infiere: nl = n x (n - 1)!
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El operador factorial es pieza fundamental en analisis matematico, en las férmulas de Taylor y Mc
Laurin, como ejemplos de la utilidad de éste concepto matematico.

Ejemplo 314:

Hallar 3!

Solucion:

Por la definicion: 3'=1x2x3=6
Ejemplo 315:

Desarrollar 6!

Solucion:

6!=1x2x3x4x5x6=720

Ejercicios Diversos:

Con el fin de afianzar los temas de sumatorias y productorias, se presenta a continuacion ejemplos
diversos, para que usted estimado estudiante los analice y profundice en dichas tematicas.

Ejemplo 316:
6 .
=1
Calcular. 3
i=1
Solucioén:
Y 4 Sy p-2 6 _ 1 1 1
Aplicando el operador productoria: |_| 37 =3 7"X37°X..X3°’ = —X—X..X——
i=1 3 9 729
o _ 1 1 1 1
Finalmente: I_l 3 = X —X.. X = —
i=1 3 9 729 3

El nimero de factores: 6 —-1+1=6
Ejemplo 317:
7 5
2. 2. 32+ )
j=3 i=1
Solucién:

Vamos a desarrollar el ejemplo secuencialmente, deduzcan los principios aplicados. Primero hacemos
la operacion sobre el subindice mas interno, en este caso i.
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M-
N
p

M-

DM

i(ﬁinsi jj=z7(6[5(52—+1)}+3*5jj=j213(90 +15 j)

Ahora el operador sumatoria sobre el subindice méas externo, para este caso |j.
7

> (90 +1sj):_z7 (90)+Z7:15j :_27 (90)+15_z7 i

j=3

: — L. B (7+3)*(7-3+1)
Aplicando el operador: JZZS (90) + 1512:3 ] = [90(7 3+ 1)] + [15( 2 ﬂ

* —_
Por consiguiente: [90 (7-3+ 1)] + {15( (7+3) g 3+1) ﬂ = 450 + 375
7 5
Finalmente: > ' 3(2i + j) = 825
j=3 i=1
Ejemplo 318:
= i
D llar. .
esarrollar i|:__|2(| T 3j
Solucion:

Como el subindice va de —2 hasta 1, la secuencia no se restringe; es decir, la secuencias es valida en
dicho intervalo.

Enionces: sz(i : 3) i [—;fsj(—;isj[023j[1+13j

Operando: I_ll ( | j: (—2)(—%)(0)(%) =0

i=-2 I + 3

Ejemplo 319:
3 10 ,
Resolver: r! Z (201 -2)° - |)* I
izl j=6
Solucion:

Primero se resuelve la operacion interna, para este caso la sumatoria.

Eliﬁ(zoj—zjz—i)*i:ﬂ{i(zoj—zjz—i)*i}

i=6

En el paréntesis el que varia es |, luego i es constante, entonces:

347



ﬁ{ii(ZOj_zjz—i)}: :1 {i(iZOj—iﬂz‘iiH

j=6 j=6
Por la propiedad de la sumatoria de una constante por la variable:

i 10 10 10 3 10 10 5 10

|‘l i120> j-2> j2->0i :rl i120> -2/ > j2=> % =D
i=1 | =6 =6 =6 i= =6 j=1 j=1 =6
Ahora desarrollamos las sumatorias:

Iill i_ZE( L0+ 6)(:;0—6+1)j_2(10(10+1)6(2*10+1) _ 5(5+1)(62*5+1)j_ (10_6+1)i}

Operando: |31| i[800- 2(385-55) - (5i)] = ﬁ i[140-5i] = ﬁ [140i -5 2]

Aqui solo queda el operador productoria. Entonces:

ﬁ h4oi - 5i2] = la0 ) - 50)2 140 2) - 5(2)2 140 (3) - 53)?]

Desarrollando las operaciones: [140(1) - 5(1)? [[140(2) - 5(2)2 [140(3) - 5(3) | = [135][260]}375]

w

10
Finalmente: (20j-2j2-i)i=13162 500

1 j=6

Ejemplo 320:

Que valor debe tomar P en la siguiente expresion, para que se cumpla la igualdad.
P j i

£y i) -6

j=1 1= | +1

Solucién:

Desarrollando la productoria.

S ) - Syl L. 2 008 L 02,071, |
;(Jﬂ) JD(HJ 6==2(1+) J[1+1 2+1 3+1 7 j-1 ] j+1} °

j=1 J

Simplificando:

P 1.2 3 i-2.j-1. | P [
E 1)* * * * ok * * — 1)* il — | =
(i+1) JL+1 2+41 3+1 7 j-1 j+1} 2.(i+1) ’L‘+J °

j=

Se puede volver a simplificar: ZP:(j +l)* j{—} = ZP: ]=6

=1
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o P(P+1)
Por el desarrollo de sumatoria: Z ] = 6= —=6
j=1
Despejamos P: @2 6=>= P’+P=12== P?+P-12=0

Linealizando el polinomio: P>+ P —-12=0=>= (P+4)(P-3)=0
Los valores que puede tomarP:P=-4y P=3

Como valores negativos no se aceptan, entonces la solucion es P = 3.

Algunas utilidades que tiene las productorias:

1. En Estadistica es muy utilizada la llamada Formula de Stirling, cuando n es muy grande.

nt O m(g_j

2. Para desarrollar el binomio de Newton, los coeficientes de los términos del polinomio se desarrollan
como una combinatoria.

(a+b)" =" Jambo+| M lam 4| a4+ L+ " Jatrt+| " |athe
0 1 2 n-1 n

3. Las combinatorias permiten determinar la cantidad de elementos en un espacio muestral, para
resolver una expansion binomial, son algunas de las utilidades que tiene los factoriales.

ny) n!
Combinatoria: K - (n — k)I* k! Paranzk
Ejemplo 321:
6

Resolver: 2
Solucion:

6 _ 6! _ 720 _ 720 _ 15

2 (6 — 2)* 21 24 * 2 48

Ejemplo 322:
Resolver: (X + y)°

Solucion:

N R Y (] N Gt | R

(x+y)® =x>+5x*y +10x°y? +10x%y® + 5xy* + y°
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EJERCICIOS

Desarrollar el proceso para obtener las sumatorias propuestas.

n 1 1
- Rta: =(n*+n
15
2. Z J Rta: 114
j =
12
Z(k2 + k) Rta: 728
8
4. ), 12 Rta: 144
Resolver las siguientes dobles sumatorias.

5. IZ: ,-Z; (+21)(ji-1) Rta: 180

Desarrollar el operador indicado.

6. |‘| 2 Rta: 2'097.152

4 1+J
7. |_| (j+2} Rta:1/3

10
8. k Rta: 30.240
1%
20
9. G+ i) Rta: 1,2926x10%°
j=1
6 | 2 a 2
10. — Rta: 77— 7
I_J [ (i +1)2 ] (b +1)2

7 5
112_2(j+i) Rta: 225

i |_5| 3[2i + (-1 j] Rta: 2.835
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AUTOEVALUACION UNIDAD TRES

Para las ecuaciones dadas, hallar los parametros.

1. 2x+5y—-8=0

2.3x/4 —yl3=2
2 _1
" 3x-4y 3
4. Hallar la ecuacion de la recta observada en la gréfica:
y =]
6
2
| 4 y=x"t]
|
| 2
| |
| | x
-4 -2 1 2 4
-2

Para cada caso, determinar si las rectas son paralelas, perpendiculares u oblicuas.
5.3x+4y-9=0 y 3y-4x-10=0

6. 2x+3y=1 y x-2y=9
Resolver los problemas propuestos:

7. Una recta corta al eje x en 5 y es paralela a la recta 2x + y — 5 = 0. Cual ser{a su ecuacién

correspondiente.

8. Una recta cuya ecuacion es 5y — 4x — 20 = 0, limita un triangulo rectdngulo y con los ejes
coordenados jCual sera el area de dicho triangulo?

9. Hallar la ecuacion candnica y el valor de x de la circunferencia, la cual tiene diametro 10, para
por el punto (x, 4).

Encontrar la ecuacion de la elipse, a partir de los pardmetros dados:
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10. Focos: (O,i\/g) y el eje mayor mide 4

11. Determinar la excentricidad de los pontos 7.
A partir de los datos dados, hallar la ecuacion de la parabola, si: F(3, 2); D:y =- 2.

12. Determine la parabola y = ax? + bx + ¢, la cual pasa por los puntos: (1, 2), (-2, -7) y (2, -3).
13. Encontrar La ecuacién canoénica de la hipérbola, si Vértices(0, £6), Asintota y = i% X

14. A partir de la ecuacion dada, identificar los pardmetros y hacer un bosquejo de la gréfica.
x*-y?-25=0

15. El techo de un auditorio tiene forma hiperbdlica, la ecuacion que lo gobierna es de la forma:
y*>—x*> =25 Donde x e y estan en metros. ¢Cudl seré la altura de las paralelas exteriores que

sostienen el techo?. Ver la figura.

yg—;r“2 = 25

16. Dados los pardmetros de la circunferencia, hallar la ecuacion canoénica, si: centro (5, 6) y tangente
al eje x.

17. Para la ecuacion dada, hallar los parametros: 2x* +2y® —12x+8y-24=0

18. Un canal de conduccion de agua tiene forma semicircular, la profundidad en el centro del canal es
de 10 metros, ¢cual serd la ecuacion que describe el canal y cudl sera su profundidad a 4 metros del
borde?

19. Dada la siguiente ecuacién, identificar los parametros. 3x* + y> +18x+18=0

20. En un terreno rectangular de 6x3 metros, hay una pista para atletismo de forma eliptica, ésta toca
el centro de los lados del rectangulo. Cudl sera la ecuacién que gobierna la pista.

352



21. A partir de la ecuacién dada, encontrar los parametros. —3y* =18y + 6x =0

22. El arco de la ventana de una iglesia tiene forma parabdlica, la altura del arco en el punto medio es
de 16 pies y el ancho de la base es de 7 pies. Se desea pasar una caja de forma rectangular a través
de la ventana. Si la caja tiene una altura de 12 pies. ¢ Cudal debe ser el maximo ancho de la caja para
gue pueda pasar por la ventana?

23. A partir de la ecuacion dada, identificar los parametros de la hipérbola:
4y? —x* +8y-6x-4=0

24. Centro (2, -1), Un foco (2, -3) Un vértice (2, -2)

Dada la ecuacion, identificar los pardmetros.

25. 6Xx* —2y* +8y-12x=0

26. X +4x+8y-4=0

27. X* +2y* +2x—-20y+43=0

28. En el punto p (-2, 200) se produce una explosion, el sonido hace eco en un acantilado ubicado en
g (2, 200). Una persona ubicada en el punto r (X, y) escucha el eco 6 segundos después de oir la
explosién. ¢ Cual sera la ecuacion de la curva para el punto r (x, y) donde se encuentra la persona?

La distancia se da en pies y el sonido viaja a 1.100 pie/seg.

29. Un disco receptor de sonido esta disefiado de forma parabdlica, el foco esta a 5 cm. Del vértice
¢cudl sera el ancho del disco si la profundidad es de 2 cm.

Realizar la operacion indicada.

8
30. Z6i4
i=1
31. i p*
p=5
5 3 ) _ .
W CRIENY
i=0 j=2
4
33. 8 X,
=1
3 i-1 | k
34. IZ:; _ Z:l W Rta:4/3
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LABORATORIO

Geometria Analitica:

Como siempre primero reseteamos la hoja: Resert, para comenzar. Luego cargamos los
paquetes: with(geometry), enter. with(plottools), enter. Luego with(plots), enter. Listo. A
partir de este momento podemos trabajar con cualquiera de las conicas.

_ 2 _ 2
1. Elipse: La forma candnica de la elipse: (X zh) +(yb2k) =1
a

Para el ejemplo se observa la grafica:

2 2 2 2
ﬂ+M:1 Color Verde y (X_)+(y_):1 Color azul
9 4 16 25

B Favoritos J ~| G Hatemat
W{T (_C Tt

P Manssaito :> a=3:b:=2:x

T — > elliz=ellipse( [x0,y0], a, b, filled=true, color= green) :
— > display( elli, scaling= constrained)

P Unidades (51)

P Unicades (FPS)

J» Sinbolos Camunes

P Matriz

p Componentes

> Griego

> Relcionzles L
] Relacionaies Redondos [> a=4:b:=5:x0:=0:y0:=0:

e [ > elliz=ellipse( [ x0,y0], a, b, filled= true, color = blue) :
- - = > display(elli, scaling= constrained)

> Grandes Cperadares.

P> Operadores
»Leras Sin Releno

P> Fraur

P Escritura
Rilctncs

£
Memoria: 0.68M Tiempo: 0.07s Modo de Texto

0416pm. | |

BP0

30/06/2011

Graficar:

2 2
1. (x_)+(y_) =1 Color Gris
16 1

_ 2 _ 2
2. (X 3) +(y 2) =1 Color Café
10C 36

2. Circunferencia: La forma canonica de la elipse: (x-h)? +(y—-k)* = R?
Donde (h, k) = centro y R = Radio. Veamos ejemplos para esta cénica.
(xX)> +(y)> =1 Color Rojo.

(x+1)? +(y—-3)> =4 Color Azul
(x-3)>+(y-4)>=9 Color Verde
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Ver

Archivo (F) Editar

P —— Dibujo Gréfico () Hoja de Caleulo (5) Heramientas (T)  Ventana (W) Ayuda
DSBS XBE 5¢ TP EE ¢ NIOFe ¢ Wa& # @

P Foverios I N Matematica  Dibujs  Plot in Ocultar ||
vwecxd E P Mapleplot v (TimesbewRoman )
> with(plottools)

> with(plots) :

> a = circle([0,0], 1, color=red) :

> display(a)

> b= curcle([ -1.3].2, color=blue) :
> display(b)

32101
| > ¢ = circle([ -3.-4]. 3, color=green) :
> display(c)
% -4 -0
o
-4 L4
i
k. o
| '

o Lsto Memoria: 0.68M_Tiempo: 0.075Modo de Texio
= = -

BN RO e

Graficar:

1. (x-4)% +(y+3)* =25 Color café
2. (x-1)*+(y—-2)* =16 Color gris
3. (X)*+(y-5)*> =10 Color Amarillo

_ 2 _ 2
3. Hipérbole: La forma candnica de la elipse: (X h) _(y k) =1
a

2 2
Veamos el siguiente ejemplo: % - % =1
8 Sin Titwlo (1

Archive (F) Editar Ver Insertar Formato Table Dibujo Gréfico (P) Heja de Célculo (5) Herramientas (T)  Ventana (W) Ayuda
DBESS YBHE 5¢ TP EE &= NI OFs ¢ Bag 2 @

(B oons \ Fafeiica  Dibje  Plat  Animaskin Gear |
G eSS (P Maple Pt v) (Tmeshewroman_¥) (2 ¥) B I U =[E|= B =i=
[> with( plottools) : =

[> with( plots) :

x—x0)* (=30 _

> eqi= az bl

eq = —x 77;'221 @

> a=3:b=2:x0:=0:30:=0:
> h = Jyperbola([x0. y0]. a, b,-2..2, color =red) :
> display(h)

= -
-||* 3
® sto Memeria: 0.68M Tiempo: 0.04 Modo de Texto

oLsTpm. |

el

01/07/2011
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i o (- G
f\rcmvu(F) Editar Ver Insertar Formato  Tabla Dibujo Grafico (P) chada[a\culc(SjiHevram\entas(TJ Ventana (W) Ayuda
N2ESS Y2l 9¢ TP E. &= WNIO0%o ¢ By ¢ §

A nimacion

Plot

[ﬁFamims J | e @

Mj [ ¥ ) ( Times Hew Reman ¥ (12 ) BQ EE Wiy =

 Manuscito | > with(plottools) :
l@ | > with(plots) :
BS— |- 2 2
I Undaes FFs) > eg= (x —;YO) el 3'0) 4
» Sinbolos Comunes a b
S T P )
pompretes > a=4:b=5:x0=2:30=3:
l’““e“"—J > = lyperbola([x0, y0), a. b,-2 .2, color = blue) :
om0 || > display(h)
— -
> Negadién
’Grandml]pﬂadcﬂﬁ 10
;}L:tasaan:lérm

-0 -5/ 0 3 10 13
> Frakur
z’&:ﬂm{i

r
Memoria: 0.68M Tiempo: 0.045 Modo Matematico

> =
B oa i@ 2Mem

01/07/2011

Ejercicios:

Graficar las siguientes hipérbolas.
2 2

X_y

25 4
2. 6y*-3x* =18
3. x*-y*-25=0

Sumatorias:

El operador sumatoria es muy utilizado en &reas como la Estadistica, Calculo, Matematicas
Especiales y otros. Por tal razdn es necesario aprender a trabajar las sumatorias dese el
Maple.

Como en todo inicio de trabajo: resert, Luego Activando [> en la barra superior, se puede
iniciar a trabajar con sumatorias: La operacion se invoca asi: sum(k, k=m..n), lo que significa:

z f (k) El software hace la operacion de inmediato.

k=m

Veamos algunos ejemplos:

a—)iZk b-)i(k+1) c-)ikz d_)i(kil)
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8] Sin Titulo (1)° - [Server 1] - Ma

Archive (F) Editar Ver Insers Dibujo Gréfico (F) Hoja de Calculo (5) () Ventana (W) Ayuds
DBEESE YBE 5S¢ TP EE &= NI OHs ¢ Blax 2 @
l-:hFawmms J‘: Texto @ETIEIE® Dibuio  Plot  Animacien e
S (L 20 output ) (_ Times Hew Roman .\E‘] B|I|U EE iy =iz
"m resert: ) . _‘
L—J'i' La forma de invocar la sumatoria,
b Expresin |
b s GO > sum(2k.k=0.3)
12 m
> sum((k+1).k=0.5)
21 @
> sum(kz,k=1..5)
55 ® =
> 1) g3
(oo
29
E (C]
I
L ®

b
Memoria: 0.68M Tiempo: 0.03s Modo Matematico
1
11:18 a.m

@

05/07/2011

Ejercicios:

L 28:(4k+3)

~
[N

(5k? - 7K)

1
K2

~—~

)

|-

|
=

1M 30 10Me 30~

n
o

Productorias:

Otro operador muy importante es la productoria, por ejemplo la media geométrica y en otras
muchas tematicas, la porductoria es muy necesaria.

Como se ha trabajado: Resert, luego se invoca la operacion: product(f(k), k=m..n).

357



!‘| f (K)

Veamos algunos ejemplos de este operador, utilizando Maple.

a) Ij k b Ijgk o Ij(sk—l) 0 ljk—:l o) DZK

S i G

Servel

Archivo (F) Editar Ver Insertar Formato  Tabla Dibujo Grifico (F) Hoja de Calculo (5) Herramientas (T)  Ventana (W) Ayuda

DNEBESES LB 5¢ TP EE ¢+ M1 0% ¢ BaE 2 B

L“FFEW J + @D Matemitica  Dibwjo  Plot  Animaciin

b Maple: (G Text > ) (TmespewRoman  ¥) (12 ¥) B I U E

W ==

—— resert
P Manusarito r

|> E1 operador productoria.
> product(k, k=1.4)

—_— 24
e > product(2,k=1.4)

| 1024
> product((3k—1),k=0.3)

n

-80

> product[ kk;

Tl ,k:3..6]

1080

> product(2k, k=1..6)

~f 3T MmIIAD
A== > N A S8

46080

o 4 NKQINNKY Ja
Wl Bl W R W — e

e

H -2 </ AN MA

T \

@

»

15/07/2011

Ejercicios:
S
1 2
k=1
2 (1+k
2. A K+ 2
20
3. [ (5 + k)
k=1
0 k?

Memoria; 0.68M Tiempo: 0.03s Modo de Texto

I = T
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Cuando se desea involucrar operaciones como exponencial o logaritmica, se puede hacer la

operacion, segun los siguientes ejemplos. Si se desea saber el valor real, se aplica
evalf(expresion a evaluar).

En la gréfica se observan los siguientes ejemplos.
3

3 L_l K 3
a-) log l:ll (3k) b) ex: c-) log kz;l (3k + 2)

B S Tl (e AT
Archivo (F) Editar Ver Insertar Formato Tabla Dibujo Gréfico (P) Hoja de Calculo (5) Herramientas (T)  Ventana (W) Ayuda

NEBESES LB 5¢ TP EE ¢+ M1 0% o @& ¢ B

lmj ' Tete @EFEETIED Dibuie  Plot lnmm(ﬂ ocultar !
bimueq@ ( C 20 1mput =) (TmestewRoman ¥ (16 ¥) B u e ==

S i
L5 — > log(product(3i. k=1.3))

P Unidades (s1) | In( 10)

Rl > evdlf(log( product(3 k. k=1.3)))

S S —| 5.087596335

R Hekiz > exp(product(k.k=1.3))

P Componentes 6:6

oo ||[> exp(product(3k k=2.5))

| Flechas e9720
BRsseies s evalf(exp( product(3 k. k=2.5)))
niskosiesRetorni) 2.199703266 10!

Negaden r
}ﬁmf > log(sum((3k+2).k=1.3))
> Grandes Ops J In(24)
v drind s —

RS M~ ovalf(los(sum((3% + 2),k=1.3)))
e 3.178053830 )

[ Fraktur r

— Bl

[ Escritura

> Miscelneo

@ Listo s '

Memoria: 0.68M Tiempo: 0.03s Modo Matematico

AL I WO R T T T

Ejercicios:

5
1. log L_I (k) Hallar el valor real.
=1

6
2. log Z (K + 2) Hallar el valor real.
k=2

4
I(_l 3k
3. e Hallar el valor real.
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Software:
Maple. Disponible para la UNAD

Geogebra. Libre, se puede descargar de la Web.

Sitios Web.

http://www.disfrutalasmatematicas.com/algebra/ecuacion-linea-recta.html

http://www.vitutor.com/algebra.html

http://www.aritor.com/

http://www.purplemath.com/modules/grphrtnl.htm

http://www.geoan.com/

361



