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EXPLORA

INTRODUCCION

n este fasciculo nos referiremos a

algunos modos de razonar en mate-

matica, especialmente los utilizados
al validar, considerando algunos ejemplos
del campo de los NUmeros Naturales y sus
operaciones. En particular, discutiremos el
lugar de la induccion en la produccién de
conocimientos de esta disciplina, tanto en su
propio &mbito como en el escolar, establece-
remos diferencias con el lugar que ocupa en
otras areas y caracterizaremos a la induccion
matematica o induccion completa. Esta elec-
cién obedece a varios motivos.
Por una parte, adherimos a una concepcién
de matematica que focaliza la mirada en sus
formas de produccion, es decir, en las dife-
rentes practicas que un matematico realiza
como parte de su trabajo: buscar soluciones
a problemas planteados, plantear nuevos
problemas, elaborar conjeturas, generalizar,
probar, comunicar el resultado de su tra-
bajo. En esta perspectiva se considera a la
actividad matematica como una actividad
humana, es decir, como una produccién del
hombre que surge de la interaccion entre

diferentes personas pertenecientes a una
misma comunidad.

En el proceso de produccién de conocimien-
tos se utilizan diferentes formas de razonar.
Asi, la resolucion de un problema suele ini-
ciarse con una fase heuristica, de busqueda
de relaciones, de ensayos, de elaboracion
de conjeturas y, durante su transcurso, se
ponen en juego distintos tipos de practicas
argumentativas. En ocasiones se plantea un
analisis de casos particulares, o de un proble-
ma parecido ya resuelto, o de uno parecido
pero mas sencillo de abordar para luego
volver al problema original. Sin embargo,
en el momento de dar cuenta de los cono-
cimientos producidos y arribar a resultados
que sean legitimados en esta comunidad
cientifica, la racionalidad matematica exigira
dejar de lado las explicaciones basadas en
formas no deductivas.

Desde ese modo de entender la matematica,
pensamos que durante el aprendizaje el fun-
cionamiento del conocimiento del alumno
debe aproximarse al funcionamiento en el
saber de referencia, es decir, que el alumno

debe involucrarse en un proceso de produc-
cién matematica como el descripto, con las
adecuaciones pertinentes al nivel de su esco-
laridad. Por ello, consideramos de especial
interés detenernos en analizar propuestas de
ensefianza que permitan a los alumnos avan-
zar en sus formas naturales de razonar hacia
formas cada vez mas proximas a las utilizadas
en la comunidad matematica.

Por otra parte, asistimos a una creciente y
veloz produccion de saberes indispensables
para el hombre del siglo XXI, imposibles
de abordar en su totalidad en la Escuela
Secundaria. De aqui también la importancia
de centrarnos en aspectos del quehacer
matematico que atraviesan diferentes tema-
ticas de esta disciplina, como es el caso de
las formas de razonar. Es menester tener
en cuenta que estos aspectos del quehacer
matematico se aprenden a propdsito de esas
tematicas, y que en algunos casos adquieren
caracteristicas especificas segun se trabaje
en aritmética, algebra, geometria, es decir,
segun la rama de la matemadtica.

EN MATEMATICA, ;SE PRUEBA IGUAL QUE EN OTRAS AREAS?

En el diccionario de la Real Academia Espafiola
encontramos que las palabras “inferir” y
“deducir” son consideradas sinénimos. Sin
embargo, en la vida cotidiana o en campos
de conocimientos tales como las ciencias
Naturales, las ciencias Sociales, la matema-
tica, entre otros, esos términos adquieren
significados muy diferentes. La palabra infe-
rencia se utiliza tanto para hacer referencia
a razonamientos inductivos como a razona-
mientos deductivos. Pasamos a caracterizar
tales formas de razonar.

INFERIR, INDUCIR, DEDUCIR...

A diario extraemos conclusiones mediante
la observacion de un numero limitado de

casos, en los cuales se reitera una carac-
teristica comun a todos: hemos realizado
una inferencia inductiva. Sin embargo, la
conclusién es valida sélo si hemos verifica-
do uno a uno todos los casos posibles, es
decir si realizamos una inferencia inductiva
completa.

Si no hubiésemos verificado todos los casos
posibles sino alguno de ellos, ya sea por-
que no estuvieran todos a nuestro alcance,
por ser demasiado numerosos o por pro-
pia eleccion, se trataria de una inferencia
inductiva incompleta. Este tipo de inferen-
cia nos permite obtener una conclusion
incierta referida a una caracteristica de los
casos observados, siempre que no haya sur-
gido una excepcion. La conclusién es tanto

mas probable cuanto mayor sea la cantidad
de observaciones.

Estas inferencias, realizadas a partir de
experiencias reiteradas, son muy utilizadas
tanto en la vida diaria como en numerosas
areas de conocimiento para validar supues-
tos o hipdtesis: la prediccion de que el Sol
sale en oriente y se pone en occidente es
considerada valida. Pero en matematica la
validez de una conjetura no se determina
del mismo modo: es necesario acudir a una
demostracion.

En las ciencias Naturales, por ejemplo,
las teorfas aceptadas en un determina-
do momento histérico son validas si no
surge algun fenémeno que no pueda ser
explicado por ellas. Pero si esto sucede, se



elaboran nuevas teorias que reemplazan
a las anteriores. En matematica, una vez
demostrada una conjetura, no es posible
encontrar un ejemplo que la contradiga.
La evolucién historica de esta disciplina
da cuenta de que las nuevas teorias no se
contraponen con las anteriores.

Las conclusiones surgidas por medio de
inferencias inductivas (completas o incom-
pletas) no son proposiciones demostradas
en el sentido matematico del término.
Podemos decir que han sido verificadas (en
forma total o parcial, respectivamente).

En matematica la mayoria de las veces tra-
bajamos con infinitos elementos, por lo que
no es posible asegurar la validez de una afir-
macion mediante una verificacién de todos
los casos. Ademads, basta que un solo caso
contradiga una conjetura para que la misma
sea considerada invélida, por lo que la infe-
rencia inductiva no es una forma de prueba
aceptada en los ambitos de produccién de
esta disciplina.

Sin embargo, debemos tener en cuenta que
el matemdtico conjetura propiedades antes de
demostrarlas, y que en el proceso de conjetu-
rar muchas veces se infiere inductivamente
Como resalta Panizza (2005). “Ni los mate-

DE INFERENCIAS Y CONCLUSIONES: ;COMO DECIDIR S| ES VALIDO?

Balacheff (1987) establece una dife-
renciacion entre los términos razona-
miento, explicacién, prueba y demos-
tracion que utilizaremos en adelante
en el sentido aqui propuesto.
Razonamiento: es la actividad inte-
lectual -la mayor parte del tiempo no
explicita— de manipulacion de infor-
maciones para producir nuevas infor-
maciones a partir de ciertos datos
Explicacién: discurso de un locutor
que intenta hacer inteligible a otro el
caracter de verdad, adquirido por él,
de una proposicion.

Prueba: es una explicacién aceptada
por una comunidad en un momento
dado (lo que exige determinar un

RAZONAMIENTO, EXPLICACION, PRUEBA Y DEMOSTRACION

sistema de validacion comun entre los

interlocutores).

Demostracién: prueba particular que

poseen las caracteristicas siguientes:

e Una caracteristica social: son las
Unicas pruebas aceptadas por la
comunidad de los matematicos.

e Una caracteristica sobre la forma:
respetan algunas reglas. Un cierto
numero de enunciados son consi-
derados como verdaderos (axio-
mas), otros son deducidos de estos
o de enunciados precedentemente
demostrados a partir de reglas de
deducciones tomadas de un con-
junto de reglas légicas.

maticos ni los alumnos razonan solamente
motivados por la idea de demostrar; sino que
razonan buscando explicaciones, intentando
comprender, formular hipdtesis, buscar requ-
laridades. Estos procesos, a veces explicitos
(verbales o no), a veces conscientes, constitu-
yen (también) un medio por el cual un sujeto

construye conocimiento nuevo”.

Pero para aceptar la validez de una conjetura,
en esta disciplina es necesario, como dijimos
en la Introduccién, que la misma sea probada
mediante inferencias deductivas, es decir,
mediante demostraciones.

A un matematico le gusta mucho
contar una anécdota referida a tres
colegas suyos:

Dice el matematico “El fisico esta
convencido de que 60 es divisible por
todos los numeros. Se fija en que 60 es
divisible por 1, 2, 3, 4, 5y 6. Verifica,
tomando algunos otros niUmeros, por
ejemplo 10, 15, 20, 30, ‘al azar’, cémo
él dice. Como 60 es divisible por ellos
también estima que los datos experi-
mentales son suficientes”.

Dice el fisico “Pero mira al ingeniero,

EL MATEMATICO, EL FiSICO, EL INGENIERO Y EL MEDICO

él sospecha que los niumeros impares
son primos.

En todo caso, el 1 puede ser conside-
rado como primo. Después vienen el
3, el 5yel 7, que son incontestable-
mente primos. A continuacién viene
el 9, un caso triste. El 9 no es, en apa-
riencia, un numero primo. Pero el 11
y el 13 si que lo son. Volvamos al 9...
Para concluir que ‘el 9 es un error en
la experiencia”.”

Dice el ingeniero “Pero fijaros en el
médico. Permite que un enfermo des-

ahuciado de uremia coma puchero, y
el enfermo se cura. El médico escribe
una obra cientifica afirmando que el
puchero cura la uremia. A continua-
cién, le da puchero a otro urémicoy el
enfermo fallece. Entonces, el médico
corrige los datos: “el puchero es acon-
sejable en el 50% de los casos”.

Adaptacion de Khourguine, ( 1972) Des
mathématiques partout
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EXPLORA

LA INDUCCION EN LA CLASE DE MATEMATICA: PARECE VALIDO PERO NO LO ES

La fuerte presencia de inferencias inductivas
tanto en la vida diaria como en numerosas
areas de conocimiento lleva a que, frente a
diversos problemas matematicos, el alumno
se contente muchas veces con verificar la
conjetura sélo en algunos casos particulares
y concluir que es valida.

La apropiacion por parte de los alumnos de
las formas de validar en matematica requiere
de una negociacién que les permita aceptar
normas, reglas, diferentes de las habituales,
cuyo aprendizaje no se produce naturalmen-
te, es decir, es necesario ensefarlas.

Actividad para los alumnos

Arsac (1992) identifica estas reglas, que
denomina “reglas del debate” y que se refie-
ren a enunciados cuyo dominio de validez es
infinito. Las mismas cuestionan los modos de
probar que remiten al uso de reglas externas
a la matematica, pero que resultan naturales
para todos los que no han estudiado esta
disciplina.
En este médulo nos referiremos a dos de
ellas:
¢ Enmatematica, no son suficientes algu-
nos ejemplos que verifican un enuncia-
do para probar que es verdadero.

¢ Un contraejemplo es suficiente para

validar la falsedad de un enunciado.
Para que los alumnos se apropien de esas
reglas es necesario desarrollar propuestas que
favorezcan su puesta en juego en un trabajo
sostenido, al abordar diferentes contenidos.
A continuacion se analiza una clase! cuyo
propdsito es la ensefanza de dichas reglas,
durante el tratamiento de la divisibilidad en Z.
Previamente se habia trabajado con las nocio-
nes de cociente exacto, multiplo y divisor.

El problema seleccionado fue el siguiente?:

St en la expresion n x n — n + 11 se reemplaza n por cualquier niimero natural, ;se obtiene un niimero primo?

Podemos notar que para n=0, 1...., 10 el
ndmero n x n —n + 11 es primo, mientras
que para n =11, esigual a 112, es decir, no
es primo, lo que da lugar a que los alumnos
prueben con algunos ejemplos y respondan
afirmativamente.

Actividad para los alumnos

La propuesta se desarrollé en dos clases.
La primera tuvo una duracién de dos horas
reloj. En un comienzo se planteé una activi-
dad preliminar a fin de de que los alumnos
trabajasen en la busqueda sistemética de
los divisores de un numero y actualizaran

el hecho de que hay algunos nimeros que
tienen exactamente dos divisores, que son
los que denominamos “primos”.

Se presento el siguiente problema:

Busquen todos los divisores naturales de los siguientes niimeros y anoten cudntos divisores tiene cada uno: 8;

5:1; 54, 2; 17; 105; 169; 31; 77

Las elecciones de los numeros propuestos
obedecieron a los siguientes criterios:
Numeros compuestos: dos de ellos son
potencias perfectas de ndmeros primos: 8
y 169.

Tres de ellos no son potencias perfectas:
54, 105 y 77, de estos dos son impares. La
eleccién de numeros compuestos impares
obedece al hecho que es usual la confusion
entre nUmeros primos e impares.

Numeros primos: cuatro, incluido el 2 por ser
primo par: 17, 31,5y 2.

El nimero 1, por no ser primo ni compues-
to.

La clase tuvo una duracion de una hora
reloj. Luego de entregar el problema en un

papelito, la profesora lo leyd aclarando todas
las dudas que surgieron. Propuso entonces
un trabajo individual, posteriormente uno
grupal a fin de que los alumnos compartan
sus producciones y finalmente una puesta en
comun. Previamente habia anunciado que
elegiria a un representante del grupo para
comentar las respuestas.

Durante la puesta en comun la docente eligio
para exponer al principio a los grupos con
soluciones menos avanzadas.

Luego de un debate los alumnos elaboraron
las siguientes conclusiones, que la profesora
retomo y copiaron en la carpeta:

“El 1, aparece siempre”, “El 1 es divisor de
todos”

“El mismo numero siempre aparece”, “El
numero se puede dividir por si mismo”

“El 1 tiene un solo divisor, é/ mismo”
“Algunos ntimeros tienen dos divisores nada
mas, y se llaman primos”

“Los numeros primos no son pares, salvo el
2. A los otros (pares) los podés dividir siempre
por 2”. En todos los casos solicité que expli-
quen por qué, preguntando al resto si enten-
dian. Se recordé como realizar una busqueda
exhaustiva de los divisores de un ndmero, a
partir de la divisién por nimeros primos.
Finalizada la primera hora, a cada uno se le
entreg6 una copia del segundo problema; se
leyé en forma individual y luego en voz alta
para ver si se comprendia.

1. La clase se desarroll6 en 2° G (correspondiente a 8° afno, en la anterior estructura educativa) en la Escuela de Ensefianza Media N° 3 de Los Hornos, La Plata.

Se trata de una escuela publica y la profesora a cargo es Laura del Rio.

2. El problema seleccionado, como asi también el presentado previamente, fueron adaptados de Arsac (1992).



Actividad para los alumnos

DE INFERENCIAS Y CONCLUSIONES: ;COMO DECIDIR S| ES VALIDO?

St en la expresion n x n — n + 11 se reemplaza n por cualquier niimero natural, ;se obtiene un niimero primo?

Como no surgieron dudas se propuso un
tiempo de trabajo individual y la profesora
sugirié utilizar la calculadora. En este caso, la
finalidad de la utilizacién de la calculadora
era agilizar el célculo al reemplazar los valores
de la variable.

En forma casi inmediata algunos alumnos
preguntaron si en el lugar de una letra “se
pone el mismo nimero o se pueden poner
numeros distintos a la vez".

La profesora sugirié que recuerden cémo
trabajaban cuando reemplazaban en las for-
mulas de, por ejemplo, calculo de éreas y
perimetros donde aparece “varias veces la
misma letra”, comoenP=a+a+1+; A=
I x I. Luego retomé la conclusion de algunos
alumnos, que todos debieron anotar en la
carpeta: “Cuando en una férmula aparece
una letra repetida tenemos que reemplazarla
por el mismo numero”

En forma individual la mayoria de los alumnos
experiment utilizando varios ndmeros (entre
uno y cinco) y concluyeron que siempre se
obtenia un numero primo. Si bien varios
alumnos reemplazaron por 11; dos de ellos
hicieron mal las cuentas y los otros afirmaron
que 121 es primo, sin realizar una busqueda
exhaustiva de divisores. En ese momento se
aproximaba el final de la clase, por lo que la
profesora anuncié que continuarian con ese
trabajo en la clase siguiente.

En toda actividad matematica, tan-
to en la comunidad cientifica como
en el aula, esta presente alguna

de las formas propias de definir,
explicar, probar, ejemplificar, gene-
ralizar, representar de otra mane-
ra, que pueden aparecer tanto en
forma oral como escrita.

La posibilidad de comprender un
texto implica poder interpretar lo
leido en ausencia del autor, lo que
establece una diferencia esencial
con la comunicacién oral que per-
mite la negociacién de los signifi-
cados atribuidos a las expresiones

ENSENAR A LEER Y ESCRIBIR EN MATEMATICA

utilizadas. Para que el significado
atribuido por el lector sea admisi-
ble en términos de la cultura mate-
matica, habra que tener en cuenta
que debe enfrentarse con diferen-
tes tipos de expresiones.

Es necesario entonces otorgar un
espacio de importancia a la ense-
fanza de las particularidades que
adquiere la lecturay la elaboraciéon
de textos en esta disciplina. Entre
ellas, las escrituras en lenguaje
algebraico ocupan un lugar rele-
vante en los inicios de la Escuela
Secundaria.

Al iniciar la segunda clase la profesora pidié
que tratasen de recordar lo que hicieron en
la clase anterior, y que para ello utilizaran la
carpeta. A continuacién los alumnos leyeron
las conclusiones que surgieron de la primera
actividad. Con relacion a la segunda casi
todos dijeron: “Reemplazamos y vimos que
es primo”.

La clase se organizé en ocho grupos de tres
o cuatro integrantes. La profesora pidié que

compartieran lo que hicieron para sacar una
conclusién, y que escribieran en una hoja
para leer en la puesta en comun. Al igual que
en la clase anterior, comenté que iba a elegir
un representante para leer dicha conclusion
y explicarla. La organizacion propuesta dio
lugar a que en todos los grupos se contara
con varias experimentaciones, como puede
observarse en las producciones siguientes.

6

x 6
36
-6
30
+11
41

3x3-3+11=17

Sten la expresion n x n — n + 11 se reemplaza n por cualquier niimero natural, ;se obtiene un niimero primo?

CONCLUSION: aunque reemplacemos “n” por un niimero natural siempre se obtiene un wiimero primo
Ix1-1+11=

5
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St en la expresion n x m - n + 11 se reemplaza n por cualquier niimero natural, ;se obtiene un niimero primo?
Ix1-1+11=11

Ix3-3+11=17
5x5-5+11=31
2x2-2+11=13
6x6-6+11=41
Ix4-4+11=23

Conclusion: Si reemplaza “n” por un niimero natural el resultado siempre dard como resultado un niimero
primo.

Si en la expresion n x m - n + 11 se reemplaza n por cualquier niimero natural, ;se obtiene un niimero primo?

T NN
15.15-15%11=
295-15+11=
210+11=/221
N~ N
2.2-2+11=
4-2+11=
2+11=13 |
N~ N
6.6-6+11=
36-6+11=
30+11=/41 |
TN~
5.5-5+11=
25-5+11=
30+11=141

NN N
1.I-1+11=
1-1+11=
0+11=/11]

Se obtienen niimeros primos.

St en la expresion n x n - n + 11 se reemplaza n por cualquier niimero natural, ;se obtiene un niimero primo?
Rta: st, se obtiene un niimero primo (17) - 13 - 23 - 31 - 41 - 53

3 5 6 7 8 11 2 4
x 3 x5 x 6 x 7 x 8 x 11 x 2 x 4
9 25 36 49 64 121 4 16
-3 -5 -6 -7 - 8 -11 -2 - 4
6 20 30 42 56 110 2 12
+11 +11 +11 +11 +11 +11 +11 +11
17 31 41 53 67 121 13 23

Rta: a veces no se obtiene un niimero primo y a veces si.




Luego de un tiempo de discusién en los
diferentes grupos, la profesora organizé
la puesta en comdn. En primer lugar dio
la palabra al grupo que probd con menos
numeros, en este caso tres, preguntando
si se podia estar seguro probando con
tres. Varios alumnos intervinieron diciendo
“Nosotros probamos con seis y nos dio
primo”.

Continuaron exponiendo los restantes gru-
pos y se fueron anotando todos los célcu-
los diferentes en el pizarrén. Al finalizar
la profesora invité a exponer al grupo en
el que habfan probado con 11, que sin
buscar exhaustivamente los divisores de
121 aseguraron que era primo. Preguntd
entonces a toda la clase si era correcto lo
que afirmaban sus compafieros y pidié que
encontraran los divisores de 121.

Cuando los alumnos se dieron cuenta de
que 121 no era primo la profesora pre-
gunto:

"“;Podemos poner entonces que siempre
obtenemos un nimero primo?”

Una alumna respondié “Es primo en algu-
Nnos casos y en otros no”.

Varios alumnos estaban de acuerdo con su
respuesta.

Entonces, la profesora realizé una sintesis.
“Fijense, probaron con los 10 primeros
numeros naturales y dio siempre. Hasta
aqui estdbamos convencidos que siempre
da un numero primo. Probamos con 11
y no dio primo. ;Qué podemos decir de
probar con muchos ejemplos?”

Un alumno respondié. “No alcanza con
probar con muchos ejemplos para decir que
siempre es verdadero algo. Probando con
11 nos da un ndmero que no es primo.”
La profesora dijo entonces: “Con ése solo
ya podemos decir que el resultado no es
primo.”

A continuacion pidié que hicieran un repaso
general de lo que habia pasado en la clase.
Transcribimos algunas afirmaciones de los
alumnos, que se copiaron en el pizarréon:
“Afirmamos cosas que no teniamos que
afirmar.”

“Hubo un caso que nos contradijo todo”
“Probando con muchos ejemplos no pode-
mos decir que es verdad, porque aparece
uno como el 11 que te arruina todo”

DE INFERENCIAS Y CONCLUSIONES: ;COMO DECIDIR S| ES VALIDO?

RESOLVER, EXPLICAR, DEBATIR

Resolver problemas es una condicién
necesaria pero no suficiente para
aprender matematica. No aprende lo
mismo quien resuelve un problemay
el profesor le dice si esta bien o esta
mal, y luego pasa a otro o lo corrige,
que quien resuelve y explica como lo
resolvié y por qué.

En las clases de matematica la reso-
lucién de un problema tiene que

ser acompanada de explicaciones
que avalen lo hecho, que permitan
explicitar las ideas sobre las que el
alumno se basé. También es necesa-
rio que el alumno pueda escuchar
las objeciones de los demas, que
ponen a prueba su produccién. Estos
momentos de trabajo hacen que los
alumnos se enfrenten a una practica
de la matematica no mecanica y fun-
damentada.

Debatir promueve la explicitaciéon

de los procedimientos utilizados, el
analisis y la comparacion entre las
diferentes producciones de los alum-
nos. También facilita que los alumnos
mejoren sus explicaciones a partir de
los cuestionamientos de otros com-
pafieros, al defender el propio punto
de vista. El pasaje de lo implicito a lo
explicito permite nombrar el conoci-
miento, hacerlo publicoy, por ende,
reconfirmarlo o modificarlo.

Para ello la gestion del docente es
fundamental. Si interviniese diciendo
lo que “esta bien” o lo que “esta
mal”, el debate dejaria de tener
sentido. Del mismo modo, si se “hace
pasar” a un alumno que “resolvié
bien” al pizarrén para que los demas
controlen.

VERDADES Y FALSEDADES EN MATEMATICA

La regla: Un enunciado matematico es verdadero o es falso es el principio del ter-
cero excluido y es otra de las reglas del debate identificadas por Arsac (1992).

Si bien a los profesores de matematica esto nos puede parecer “evidente”, es
usual que muchos alumnos piensen que una propiedad matematica puede ser a

veces verdadera y a veces falsa.

La profesora retomé las afirmaciones de los

alumnos del siguiente modo:

e “Para probar que un enunciado mate-
matico es verdadero no es suficiente
verificar con ejemplos, aun cuando esos
ejemplos sean numerosos.”

e “Con un ejemplo en el que no se cum-
pla un enunciado es suficiente para
probar que el enunciado es falso. Este
ejemplo se llama contraejemplo.”

Los alumnos copiaron todas las conclusiones
en la carpeta, con lo que finalizé la clase.

Como dijimos anteriormente, es necesario
tener en cuenta que cuestionar las infe-
rencias inductivas como formas de prueba,
no implica dejarlas de lado en el trabajo
matematico.

Resultan un recurso fértil a la hora de ela-
borar conjeturas tanto en el mundo discipli-
nar como en el aula.

7
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EXPLORA

LA COMPUTADORA EN LA CLASE

Una propuesta interesante, cuando se cuenta con computadoras en el aula, es explorar, por ejemplo con una hoja de célculo, la produccion

de numerosos ejemplos a partir de una férmula.

En lugar del problema anterior, se puede proponer entonces un problema como el propuesto por Leonhard Euler (1707-1783), que permite
cuestionar las mismas reglas del debate pero requiere de numerosas experimentaciones para ello, para lo cual el trabajo con computadoras

es muy eficaz.

St en la expresion n x n +n + 41 se reemplaza n por cualquier niimero natural, ;se obtiene un niimero primo?

Esta expresion se verifica para n=1, 2, 3,...39, pero no para 40: 40 x 40 + 40 + 41 = 1681= 41,

INGREDIENTES “HEREDITARIOS” EN RAZONAMIENTOS MATEMATICOS

En matematica se utiliza una forma de
demostracion, no de verificacion, denomi-
nada induccién matematica, induccién com-
pleta o recurrencia®.Este principio permite
inferir deductivamente, es decir deducir, pro-
piedades vélidas en una infinidad de casos
que puedan numerarse, sin requerir de una
infinidad de verificaciones. Es muy diferente
a la induccion que se utiliza, por ejemplo, en
las ciencias Naturales.

Pensamos que el tratamiento de este prin-
cipio excede los propésitos de la ensefanza
de la matemdtica en la escuela secundaria.

Sin embargo, es posible plantear problemas
que permiten poner en juego razonamientos
que comparten algunas caracteristicas y que
propician la evolucién de las formas de vali-
dar de los alumnos hacia las propias de esta
disciplina.

EL PRINCIPIO DE INDUCCION
MATEMATICA: FORMULACION

El principio de induccién matematica se basa
en el hecho de que todo nimero natural se
puede considerar como suma de unidades
ya que, partiendo de 0 é de 1, se obtienen

todos los ndmeros naturales por adiciones
sucesivas de la unidad”.

De esto resulta que:

Si se verifica una propiedad para el pri-
mer natural (0 6 1) y, suponiendo que es
verdadera para otro nimero se deduce
que es verdadera para el siguiente. La
propiedad se cumple para todos los
numeros naturales.

Podemos observar que este principio se
encuadra en la caracterizacion de demostra-
cion realizada por Balacheff (1987), a la que
hicimos referencia.

7

LAS FICHAS DEL DOMINO: UNA METAFORA DE LA INDUCCION COMPLETA

Imaginemos que tenemos una hilera de fichas de dominé paradas como muestra el dibujo

pI

Observemos que las fichas estan dispuestas de manera tal que si se cae una se caen las siguientes. Podemos hacer que se caigan
todas empujando la primera ficha.

3. Varios autores advierten las dificultades de utilizar la palabra induccion, por ello optan por hablar de “recurrencia”. Sin embargo, la palabra recurrencia también

genera ambigtiedades pues es necesario diferenciar el principio de recurrencia de las definiciones por recurrencia (de las que no nos ocuparemos), como por ejemplo,

las utilizadas para definir progresiones aritméticas y geométricas.

4. Considerar 0 6 1 como primer nimero natural es convencional.
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WE@

Este ejemplo de las fichas cayendo se asocia al Principio de induccién completa.

i

Principio de induccion matematica
Supongamos que tenemos una afirma-
cion P(n), donde n es un numero natural
Y queremos demostrar que es valida
para todo nimero natural.
Verificamos que P(1) 6 P(0)) es verda-
dera.
Sea n= K un numero natural cualquiera.
Demostramos que si P(k) es verdadera,
entonces P(k+1) es verdadera.
Concluimos que P(n) es verdadera para
todo numero natural.
Consideremos la siguiente afirmacion:
La suma de los n primeros numeros impares
es igual al n-ésimo numero cuadrado.
Esdecir Pn): 1 +3+5+...+(2n-1)= n’
a. P(1:1=1°
b. Suponemos que se cumple para n= Kk, lo
que representa nuestra hipétesis P(k):
14345+ .+Q2k-1)=k’
Sumamos a ambos miembros el término
de orden k + 1, es decir,
2k+1) -1=2k+1
1+3+5+....+(2k-1)+2k+1=k2+
2 k+ 1. Luego:

1T+3+5+ ... +2k-1N+2k+1=
k +17
c¢.PN):1+3+5+..+2n-1)= nz, es
valida para todo nimero natural n.

Las caracteristicas del principio de induccién

matematica estan dadas por:

¢ la existencia de un "“ingrediente heredi-
tario”, es decir, que si un nimero verifica
la propiedad en cuestién, entonces la
verifica su sucesor.

e la presencia de una sucesién que tiene
primer elemento pero que no termina.

EL PRINCIPIO DE INDUCCION MATE-
MATICA: ORIGENES

Aunque no es posible asegurarlo, algunos
testimonios dan cuenta del empleo de ingre-
dientes hereditarios en argumentaciones que
datan de varios siglos antes de Cristo (Del
Busto, 1995).

Para probar afirmaciones mateméticas, los
griegos y los sicilianos emplearon razona-
mientos de esas caracteristicas. Entre estos
ultimos cabe sefialar a Arquimedes

(287 a 212 aC), quien los utilizd en proble-

mas geométricos y a Maurdlico (1494-1575),
quien es considerado el precursor del princi-
pio de induccién completa, que se perfeccio-
nara en afos posteriores. Se atribuye a Pascal
(1654) el haber desarrollado una exposicion
clara y precisa de este principio, quien com-
parte con Fermat, entre otros autores, el
mérito de haber desarrollado esta forma de
demostracién (Boyer, 1994).

Al iniciar el tratamiento de un conjunto de
proposiciones aritméticas, Maurolico declara
abiertamente que estd “anhelando muchas
veces demostrarlas por un camino mas facil”
y — prosigue— "o bien hacer la demostracién
de algunas proposiciones antes descuidadas
u olvidadas”. El camino “mas facil”, en el
decir de Maurdlico, es el método de recu-
rrencia (Del Busto, 1965).

El asunto que preocupaba a Maurdlico en las
proposiciones se referia a ciertas propiedades
numéricas. Presentaba una tabla de nimeros
con la disposicién que sigue, que inclufa los
denominados “numeros figurados” y pre-
guntaba por algunas relaciones entre dife-
rentes columnas de nimeros naturales.

NUMEROS FIGURADOS

“Todas las cosas que pueden ser conocidas tienen niumero, pues no es posible que sin nimero nada pueda ser conocido ni
concebido” (Filolao, Escuela Pitagérica). La frase de Filolao da clara cuenta del lugar relevante que ocupaban los nimeros en
la Escuela Pitagodrica. Dicho interés se pone de manifiesto en algunos nimeros que los griegos consideraban privilegiados:
los “numeros figurados”. Pitagoras desarrollé un método de representar los nimeros mediante agrupamientos de piedras

(de hecho, la palabra célculo significa “manejo de piedra”). También son de numeros figurados los “nimeros cuadrados”, los

non

“numeros pentagonales”, los “numeros hexagonales”, “numeros rectangulares”, entre otros.

5. El ejemplo que analizamos tiene como finalidad actualizar este método de demostracion. No esta pensado para llevar al aula, como comen-
taremos mas adelante.

9
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LA TABLA DE MAUROLICO.
Nimeros Pares Impares Triaungulares Cuadrados Nimeros de la
Naturales P 9 forma N (n-1)

1

0

2

2

6

12

25

20

10

21

36

30

12

28

49

42

La tablay las demostraciones propuestas han sido extraidas de del Busto (1968).




A los nimeros ubicados en la misma fila y
distinta columna Maurdlico llamaba “cola-
terales”. A partir de la tabla anterior probd
varias propiedades numeéricas, utilizando,
frecuentemente los cinco primeros nimeros
naturales (Collette, 1985). Nos detendremos
en algunas de ellas.

Un numero cuadrado mas el impar colateral
del siguiente da el cuadrado siguiente.

Hoy dia podemos escribir la formula:
PM=(-1’+@xn-1)=n’

La suma de los n primeros nimeros impares
es igual al n-ésimo nimero cuadrado.
Podriamos escribir
P(N=1+3+5+...42n-1)=n
Prueba:

Vemos que 1+3=4, segundo niimero cuadra-
do. Este 4 agregado al tercer impar, que es 5,
da 9: tercer nimero cuadrado. Andlogamente
9+7=16, cuarto nimero cuadrado.

Y asi sucesivamente. La proposicion queda

Actividad para los alumnos

probada apoyandosela en un teorema ante-
rior de Maurdlico: “Todo nimero cuadrado
mas el siguiente impar colateral iguala al
cuadrado siguiente”.

Si observamos el procedimiento seguido en
la prueba anterior podemos notar que en pri-
mer lugar se verifica la propiedad para un pri-
mer elemento, que después se busca convali-
dar dicha propiedad respecto de un elemento
distinto del primero, para observar que es un
procedimiento “hereditario” que continla
sin modificaciones, indefinidamente.

LAS PRUEBAS DE LOS ALUMNOS

Una de las tareas caracteristicas del quehacer
matematico es la generalizacion. Generalizar
€s Un proceso que permite encontrar carac-
teristicas comunes en una configuracion
y puede o no terminar con la elaboracién
de una férmula. En la escuela secundaria
muchos procesos de generalizacién ponen

DE INFERENCIAS Y CONCLUSIONES: ;COMO DECIDIR S| ES VALIDO?

de manifiesto componentes “hereditarios”,
expresados usualmente con “etc
sucesivamente”.

En lo que respecta a la ensefianza de los
Numeros y las operaciones, si bien en el nivel
primario es pertinente plantear un trabajo
sobre lo general sin que necesariamente
concluya con la elaboracion de una férmula,
una de las responsabilidades de la escuela
secundaria es avanzar con el mismo, para
lograr que los alumnos produzcan las escritu-
ras algebraicas que expresen el resultado de
dicho proceso. En tal sentido, los problemas
que presentamos a continuacién apuntan a
la busqueda de regularidades para elaborar
una férmula que permita generalizar el pro-
cedimiento utilizado, favoreciendo la puesta
en juego de razonamientos con ingredientes
“hereditarios”. Para que ello suceda es nece-
sario gestionar una clase con las caracteristi-
cas que describimos antes.

" "ot

o “asl

LOS “NUMEROS CUADRADOS"

¢ Otros pensaron diferente?

cantidad de puntos que lo integran se puede formar cuadrados:

A continuacion representamos los cuatro primeros “niimeros cuadrados”, llamados asi por Pitdgoras pues con la

a. ;Cudl es el quinto niimero cuadrado? ;Y el vigésimo?
b. ; Como se forman los niimeros cuadrados?

¢. Reiinanse con sus comparieros en grupos pequeiios y traten de encontrar una formula que permita expresarla
stmbolicamente. Confronten la respuesta obtenida con otros grupos. ; Todos pensaron lo mismo?

UN PROBLEMA, MUCHOS PROCEDIMIENTOS

En situaciones como la descripta es posible observar algunas cuestiones didacticas:

Se trata de un problema potente pues:

e da lugar a diferentes procedimientos de resoluciéon que dependen de los conocimientos previos de los alumnos. La fertilidad
del problema se incrementa a partir de los debates que se instalen a propésito de dichos procedimientos.

e admite varias respuestas diferentes. Es importante que los alumnos establezcan la relacion entre las diferentes respuestas. En
este caso se trata de probar la equivalencia de las férmulas encontradas. Las caracteristicas de dichas pruebas también depen-
deran de las experiencias previas (desde una verificacién haciendo funcionar las diferentes formulas para los mismos valores,
a una explicacién de como las generaron, hasta una prueba por induccién completa, si se trata de cursos muy avanzados).

1
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Este problema da lugar a diferentes procedi-
mientos. Puede suceder que algunos alum-
nos se limiten a contar las piedras en varios
casos, y examinando los ndmeros concluyan
gue se trata de “cuadrados perfectos”.
También es posible que otros observen que
los nimeros cuadrados se obtienen elevando
al cuadrado la cantidad de “piedras” de cada
lado:P(N)=nxn=n".

Otro procedimiento surge al considerar que
los nimeros cuadrados son aquellos que se
forman con la suma de los ndmeros impares
consecutivos, partiendo del uno:
Pr1=1+3+5+...+(2n-1)=n2

Otra regularidad diferente a la anterior con-
siste en considerar que si a un nUmero cua-
drado le sumamos el doble del lado mas uno
se obtiene el siguiente nimero cuadrado:
Pn=(n-1Y+[2(M-1+1]=n’

Puede notarse que “el doble del lado mas
uno” es el “impar colateral del siguiente” en
términos de Maurolico.

En todos los casos se trata de busqueda de
regularidades y generalizaciones. Pero es en
los dos ultimos donde puede observarse la
puesta en juego de procedimientos “here-
ditarios”, pues se basan en regularidades
en las que se considera cémo se genera un
numero a partir del anterior.

Para ensefar a pensar deductivamente es
necesario que los alumnos elaboren pruebas
cada vez mdés proximas a las intelectuales y
debatan sobre ellas, pero también que ana-
licen pruebas realizadas por otros. En este
caso, puede resultar enriquecedor proponer
la lectura de las pruebas de Maurdlico para
que los alumnos establezcan similitudes y
diferencias con las que ellos elaboraron.
Finalmente queremos resaltar que las prue-
bas producidas por los alumnos —igual que
las producidas a lo largo de la historia de
la matematica—, son de naturaleza muy
diversa.

Desde el punto de vista de la actividad
matematica Balacheff (1987) identifica dos

ole
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tipos de pruebas: pruebas pragmaticas y
pruebas intelectuales.

En las pruebas pragmaticas, la justificacion
de la actividad estd asociada a su eficacia
para la resolucion de la cuestion planteada.
Son pruebas intimamente ligadas a la accion
y a la experiencia de los que las producen.
Por ejemplo, contar las “piedras” de los
cuadrados, 1, 4, 9, y observar que son los
numeros cuadrados perfectos es una prueba
pragmatica.

En las pruebas intelectuales, la justificacion
de la actividad es conocer la verdad. Son
pruebas en las que sus autores tomaron
distancia de la accién. Dentro de las pruebas
intelectuales, se ubica la demostracion.
Debemos tener en cuenta que existen prue-
bas pragmaticas y pruebas intelectuales de
diferente grado de avance, y que muchas
de ellas se encuentran en el limite de ambos
tipos de prueba.

Si bien no son pruebas intelectuales en sen-
tido estricto las generalizaciones que realizan

los alumnos mediante razonamientos con
ingredientes hereditarios, resultan mas cer-
canas a las formas de prueba validas en esta
disciplina.
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A MODO DE CIERRE

Desde las pruebas de Maurdlico hasta la
formulacién del Principio de induccion mate-
mdtica transcurrieron siglos de avances y
rectificaciones respecto de este modo de
razonar en matematica.

Sin trasladar lo sucedido en la historia de

esta disciplina al ambito de la ensefanza, si
es posible tener en cuenta que es un aspec-
to mas que abona a la comprensién de la
necesaria provisoriedad que deben tener los
conocimientos de los alumnos. Los modos de
validar, en cuanto conocimientos a ensenar,

también son provisorios en la escuela. Es
necesario que el docente lo acepte, que ges-
tione la evolucién de las pruebas elaboradas
por los alumnos de modo tal que, aunque
no lleguen a constituirse en “demostraciones
formales”, se aproximen a las mismas.

13
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