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Tipos de Ordenamiento

& Ordenamiento interno.

< Se lleva a cabo completamente en memoria principal. Todos los
objetos que se ordenan caben en la memoria principal de la
computadora

& OQrdenamiento externo.

< No cabe toda la informacién en memoria principal y es necesario
ocupar memoria secundaria. El ordenamiento ocurre
transfiriendo bloques de informacién a memoria principal en
donde se ordena el bloque y este es regresado, ya ordenado, a
memoria secundaria
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Formulacion

< Registros: (PP P N

< Llaves: Ky, Koy oo K,

< Obtener la secuencia
B,

< tal que,
kil EKZ £...£kin
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Criterios de Eficiencia

& Criterios de eficiencia
< El nUmero de pasos

< El numero de comparaciones entre llaves para ordenar n
registros.

«=De utilidad cuando la comparacion entre llaves es costosa

< El nimero de movimientos de registros que se requieren para
ordenar n registros.

«=De utilidad cuando el movimiento de registros es costoso
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Métodos Simples de Ordenamiento

& Métodos simples
< Método de Burbujeo
< Método de Insercion

< Método de Seleccion
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Método de Burbujeo
25 3 12 19 2 1 % ?
0 ¢
12 8 1219 2 6 9 \4ig Burbujeo( int A[], int n)
2 25 3 12 19 6 9 {
T ) T int i,j;
3 25 6 12 19 9 for( i=0; i <n-1; i++)
7 for( j=n-1; j >i; j--)
6 25 9 12 19 if( Alj] < Alj-1] )
9 25 12 19 Intercanbia( &Alj], &Alj-1] );
) }
12 25 19
T
19 25
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Método de Burbujeo

void Burbujeo( int Al], int n)
{
int i,j;
for( i=0; i < n-1; i++)
for( j=n-1; j >i; j--)
ifC Aljl < Alj-1] )

Intercanbia( &Alj], &Alj-1] );
}
) _Bt o B n(n-1)_n® n
Comparaciones:.  ¢=a(n-i)=gi= =7
i=1 i=1 2 2 2
Movimientos: M., =0
n-1 ) 1 -l) P n
M_ =8 (n-i)=gi="M-D_m_n
ex g( ) a 5 )
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Meétodo de Seleccion
25 3 12 19 2 9 6
; W
1 12 19 25 9 6 void Seleccion( int A[], int n)
{
2 12 19 25 9 6 int i, j, inin;
for( i=0; i <n-1; i++ ) {
3 19 12 25 9 (6) imin =i
* for( j =i+l ] > n j++)
6 12 25?;)19 1A < Alimn] )
intercanbia( &Ali], &Alimn] );
12 2 }}
19 25
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Método de Seleccion
void Seleccion( int A[], int n)
{
int i, j, imn;
for( i=0; i <n-1; i++) {
imn=1i;
for( j =1i+1;, j >n; j++)
if( Aljl <Ainin] )
imn = j;
intercanbia( &Ali], &A[imn] );
}
}
) %t %L npin-D)_n® n
Comparaciones. C=gn-i=qi=——-=—-
i=1 i= 2 2 2
Movimientos: M=n-1
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Método de Insercion

ﬂ;) 2 19 2 1 9 6 yoid Insercién( int Al], int n)

{
3P @ it i

25
3 1 for( i=1; i <n; i++) {
3 12 19 25 o=
1 @ while( j >0 & Aj] < Aj-1] ) {
2 3 1 19 25 (1 Intercanbia( &A[j], &A[j-1] );
1 2 3 12 19 25 }’"
}
1 2 3 9 12 19 2 @}
1 2 3 6 9 12 19 25
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Método de Insercion

void Insercion( int A[], int n)

{

inti,j;

for( i=1;, i <n; i++) {
ji=i;
while( j >0 && Aj] < Aj-1] ) {
Intercanbia( &A[j], &A[j-1] );
j__
}
}
}

Comparaciones.  Cmn=n-1

n:1 ) 39 - 1) " n
C =3 |"]_|:°|:n(n - - _
max al( ) a1 > 5o
Movimientos: M =0
n-1 - 2
Mmax:éi:n(n 1)=i_ﬂ
i 2 2 2
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QuickSort

& Dado un arreglo desordenado de n elementos

1 2 3 nln
ALl [ 1]

< seleccionaun valor v del arreglo, llamado pivote, y rearreglalos
elementos del arreglo de manera que todos los elementos menores que
v queden colocados antes que v y todos |os elementos mayores o
iguales que v queden colocados después que v.
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QuickSort

1

n
[ ]

2
|
12 /j—l j

J n
(11 M T
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<V 2V
void quicksort( int A[], int i, int j )
{
if( desde Ali] hasta Alj] existen al
menos dos |laves distintas ) {
Sel ecci onar un pivote, v
Permutar Ali], ...,Alj], tal que,
para algun k entre i+l vy j,
Alil, ..., Ak-1] <v y
ALk, ... AT B v
quicksort( A i, k-1);
quicksort( A k, j );
}
}
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QuickSort: Pivote
B ——
i i
int pivote( int A[],int i,int j )
int k, r;
for( k =i+1; k <=j; k++ ) {
/* Conpara dos el enent os */
r = comp( A[K], Ali] );
if(r<0)
return i;
elseif(r >0)
return k;
/* No hay Ilaves diferentes */
return -1,
}
Sorting-14
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QuickSort: Particionamiento

11 T APl v, £ P
Alpl 3v, r<pf]
<V ﬂ\ ? >V
| r
int particion( int A[],int i, int j,
int v)
. .
int |,r;
I=i; r=j;
do {
Intercanmbia( A[l], A[r] )
while( comp( All], v) < 0 ) El tiempo de g ecucion de
| ++; particion es O(j-i+1)

while( comp( Alr], v) >=0)

r--,
} while ( I<r );

return |;
}
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QuickSort: Particionamiento
void quicksort( int A int i, int j )
intind, Kk;
ind = pivote( A i, j );
if(ind >=0) {
k = particion(A, i, j, Alind] );
quicksort( A i, k-1);
quicksort( A Kk, j );
}
}
Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-16
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QuickSort: Ejemplo

Pivote 25 ERE 12 3 9 6 |
Pivote 6 E 3 12 6 2 3 9 | El
Pivote3]3 3 2 \ ’6 2 9 6 \ Pivote 12

Pivote 9

o d
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Caso Promedio, Peor y Mejor

& ¢ Puede dar una idea de cuales son los casos

< Promedio
< Peor
< Mejor?

Andlisis y Disefio de Algoritmos
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QuickSort: Peor Caso

* ¢cuantos llamados recursivos se hacen a quicksort?
» Un gjemplo del peor caso se puede mostar en lafigura siguiente:

2N
/\r ”
/ i
VN

r r
. 1 . 2
« El tiempo tomado por quicksort para este caso es la suma sobre todos los
elementos del niimero de veces que € elemento forma parte de un subarreglo
en el cua se hace un llamado a quicksort.

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-19

QuickSort: Peor Caso

» En €l ahbol anterior, serepresenta por la profundidad de cada elemento
del arreglo.
» Laprofundidad der; es n-i+2, 2£i £n,
* laprofundidad der, esn.

/\ 1 La sumade profundidad es.
/\ r, 2 n+§n-i+2=n+én_i
i=2 i=2

rn-l 3
/ :n+7n(n+l)_1
/\ ’
_n? 3n
M1 5 n =ttt

+ Por lo tanto, en €l peor caso quicksort toma un tiempo O(n?)

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-20
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QuickSort: Caso Promedio

< No existen elementos con llaves iguales; todos los
elementos tienen llaves diferentes.

& Cuando se llama a quicksort( A, |, m) todos los 6rdenes

(permutaciones) de A[l], ...,A[m] son igualmente probables.

< Si el ordenamiento inicial es ry, r,, ..., ,, por el método de
eleccion del pivote, éste puede seror; 0 r,,.

& Suponga que existen i elementos mas pequefios que el
pivote.

< Si el pivote, v, es r;, uno de los i elementos mas pequefios
gue el pivote esta en la segunda posicion.

< Similarmente, si el pivote es r,, uno de los i elementos
mas pequeios que el pivote esta en la primera posicion

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-21

QuickSort: Caso Promedio

< El pivote debe ser el (i+1)-ésimo elemento mas
pequefio, del arreglo.

< La probabilidad de que cualquier elemento, tal como el (i+1)-
ésimo mas pequefio, aparezca en la primera posicion es 1/n.

< Dado que ya aparecio en la primera posicion, la probabilidad de
gue el segundo elemento sea uno de los i elementos mas
pequefios de los n-1 restantes es i/(n-1).

< La probabilidad de que el pivote aparezca en la primera posicion
y uno de los i elementos mas pequefios en la segunda posicion
esi/n(n-1).
& Similarmente, la probabilidad de que el pivote aparezca
en la segunda posicion y uno de los i elementos mas
pequefios en la primera posicion es i/n(n-1)

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-22
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QuickSort: Caso Promedio

& Por |o tanto, la probabilidad de que haya i elementos
mas pequefos que el pivote es 2i/n(n-1)

void quicksort( int A int i, int j )
{
int ind, k;
ind = pivote( A i, j );
if(ind >=0) {
k = particion(A, i, j, Alind] );
qui cksort( A, i, k-1);
qui cksort( A k, j )
}
}

T(n) £ tiempodelaparticion+ P[T (i) +T(n- i)]

51 2 ) )
T(n) £c,n+ 2 TE)+T(n-i
(nN£c, gn(n_l)[() (n-1)]

QuickSort: Caso Promedio

& Se puede demostar que

% f(i):a f(n-i)p é f(i):%a Fi)+f(n- )

& Aplicandolo a la recurrencia con T(n), se tiene

T e+ f()
1% 28 L 2n- i) IR
T(n) Eie‘lgn(n- ) [TE+T(n-i)]+ n(n- 1) [T(n- |)+T(|)]+g+czn
:rflggmi)mn- i+ Ao )+ T en

:r%lg(T(i)”(n- i))+c,n, por lo tanto

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-24

Andlisisy Complegjidad de Algoritmos

12



Arturo Diaz Pérez

QuickSort: Caso Promedio

o

Tme -1 & TH+T(n-i)+cn
n-17

& Por |o tanto,

2 %
T(n) Erla T(@i)+c,n

i=1

& Se puede probar probar por induccion que
T(n) £ cnlog,n
para alguna constante c y paran3 2.
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QuickSort: Caso Promedio
2 %
T(n) £ mialeO) +c,n

< Supongamos que T(1) = ¢,
& Paran=2

< T(2) £ 2c, + 2c,=2( c,+c, ) log,2,

< Sicd ¢t

< T(2) £ c2log,2
Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-26
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QuickSort: Caso Promedio

& Supongamos que es vaI ida paratodo k<n.
T(n)

i=1

En—a cilogi+c,n

i=1

ea ilogi + a |Iog|u+c2

@l =1 =041 g
u
| logng+c,n

@l—l ”+1 g

2c én 3 an
18, am +19 Iogn- fgf+19+ ngf-l Iognu+czn
e4 482 g 4
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QuickSort: Caso Promedio

T(n )££eﬁ&ﬂ 1 Iogn- fgf+19+3n§m 1glogn3+czn
182" 5 462 g 4 g 0
2c &n® ng y

- —lo n-a&]—z+nq’l+cn
E1&s 5% Eg A

- 2 ()
c 2c én(n- 1) . +2nu

lo 71 CNn
n-1§ 2 0
cn cn
£cnlogn- —- +c,n
4 2(n-1)

< Si c3 4c,, entonces, la suma del segundo y cuarto
término no es mayor que 0,

< Ya que el tercer término es una contribucion negativa,
entonces T(n) £ cnlog,n.

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-28
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HeapSort

& Estructura de datos abstracta
< AGREGA, BORRAMIN, VACIA e INICIA

1) INNCIA( S);
(2 for( cada elenento, x, a ordenar )

()] AGREGA( x, S);

(4 while( 'VAQA(S) ) {

(5) y = BORRA M N(S);
(6) printf(" ... ", y);
™ 1}

Si las operaciones VACIA e INICIA toman un tiempo O(1) y
las operaciones AGREGA y BORRA_MIN toman un tiempo
O(logn), donde n es el nimero de elementos a ordenar, es
claro que el método de ordenamiento anterior tomaria un
tiempo O(nlogn)

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-29

Arbol Parcialmente Ordenado

& Un arbol parcialmente ordenado cumple con las
siguientes propiedades:
< El valor de un nodo en el arbol no es mayor que el de sus hijos

& Un arbol parcialmente ordenado se puede representar
mediante un arreglo unidimensional, A, en el cual
<lLaraizes A[l],y
< Los hijos del nodo A[i] son A[2i] y AJ2i+1]
95491363789 28

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

5 4
/ \l 3 / \6
9
/N /N /
3 7 9 2 8
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HeapSort, cont.

5/9\4
/ \1 3/ \6
3/9\7 AN

< Nota:

< Sin es el nUmero de elementos del arreglo, &/20son nodos
interiores del arbol binario.

& SOlo los nodos interiores se deben considerar para
ordenar el arbol en forma parcial.

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-31

HeapSort: Descenso.

& Supongamos que los elementos

Alil, . . . Al

obedecen ya la propiedad de los arboles parcialmente
ordenados, excepto posiblemente por A[i].

@ La funcion siguiente desciende a AJ[i] hasta que se
obtenga la propiedad de los arboles parcialmente
ordenados.

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-32
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HeapSort: Descenso.

voi d desciende( int A int i, int j )

{

int r;

r=i;
while( r <=j/2) {
if( 2*r+1 >j ) { /* r tiene s6lo un hijo */
if( comp( Alr], A[2*r]) >0)
intercanbia ( &Alr], &Al 2*r] );
r=j;
} else {/* r tiene dos hijos */
if( conp( Alr], Al2*r] ) >0 &&
comp( A 2*r], A[2*r+1] ) <=0) {
intercanbia( &A[r], &A[2*r] );
r o= 2*%r;
} else if( comp( Alr], A[2*r+1] ) >0 &&
comp( A[2*r+1], A[2*r] ) <=0) {
intercanbia( &A[r], &A[2*r+1] );
ro= 2%r+l;
} else
/* no se viola la propiedad de | os arboles
parci al mrente ordenados */

r=i;
}
}
Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-33
HeapSort, cont.
/‘A[lll A[‘n-k] A[‘n-k+1] ‘AIm
“arbol parcia mente arreglo en orden no ‘
ordenado creciente
Alnk+1] > A[n-k+2] > - - - > A[n]
void HeapSort( A n)
.
int i;
for( i =n/2; i >=1; i--)
/* Inicialnente, establece |a propiedad
del arbol parcial mente ordenado */
desciende ( A i, n);
for( i =n; i >=1; i--) {
/* Quita el nmenor elenmento */
intercanmbia( &A[1], &Ali] );
/* reestabl ece el arbol parcial rente ordenado */
desciende( A 1, i-1);
}
Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-34
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Ordenamiento Lineal

& Supongamos que las llaves son enterosen €l rangode 1 an, y
gue no existen llavesiguales.

< Si Ay B son arreglos de tipo adecuado y los n elementos que van a ser
ordenados estan inicialmente en A, se pueden colocar en el arreglo B en
el orden de sus llaves mediante

for( i =1; i <=n; i++)
B[ Ali].llave ] = Ali];

< El ciclo completo toma un tiempo O(n).

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-35

Ordenamiento Lineal

& Se puede usar otraforma para ordenar €l arreglo A con llaves
1, ..., nusando & mismo arreglo en tiempo O(n).
€ Sevisitan A[1], .. ., A[n] en ese orden.
<=Si € registro A[i] tieneunallavej ! i, seintercambia con A[j].
«=Si después ddl intercambio, el elemento que esta ahoraen A[i]
tienellave k1 i, seintercambiaA[i] con A[K], y se sigue asi hasta
gue en A[i] quede el registro con llavei.

for( i=1; i <=n; i++)
while( Ali].llave !'=1i )
intercanbia(&A[i], &A Ali].llave] );

< Cadaintercambio coloca algun registro en su lugar y unavez ahi nunca
Se muevamés.

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-36

Andlisisy Complegjidad de Algoritmos

18



Arturo Diaz Pérez

Ordenamiento Lineal

Si se permiten llaves duplicadas, entonces, para cadavalor llave, k,
debe existir unalista, L[K], de todos los elementos con lallave k.

Andlisis y Disefio de Algoritmos

Sorting-37

Ordenamiento Lineal

#def i ne MAX_LLAVE
t ypedef . . . LISTA

1; k <= MAX_LLAVE; K++)
iala
CAC L[K );
for( i =1; i <=n; i++)
I NSERTA( Ali], L[Ali].llave] );
for( K= 2; K<= MAX_LLAVE;, K++ )
/* Crea una lista con todos |os

regi stros en orden*/
CONCATENA( L[1], L[K] );

Andlisis y Disefio de Algoritmos

void BinSort( OBJETO A[], LISTA[], int n);

s listas haci edol as nulas */

/* Crea las listas de cada |lave */

S INICIA, INSERTA y
CONCATENA toman un tiempo O(1)
y MAX_LLAVE < n, entonces, la
funcién anterior toma un tiempo O(n).

Sorting-38
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BinSort: Inserta

Operacién de Insercion

inicio ! '_‘l

i -

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-39

BinSort: Concatena

Operacién de Concatenacion

el

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-40
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BinSort

@ Observaciones:

enteros0,1, ... ,n-1

&< Dosfases:

«=Se coloca € enteroi a final delacubetai mod n

«=Se seleccionan los valores en el orden en que estén
almacenados en las cubetas desde |la 0 hastalan-1. El entero i
se colocaal final de lacubeta&/ni

< Suponga que se desea ordenar una lista de val ores enteros en €l
rango O a n?-1. Se utilizan n cubetas, una para cada uno de los

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-41
& Ejemplo
<0,1,81,64,4,25, 36, 16, 9, 49
Primera Fase Segunda Fase
Cubeta Contenido Cubeta Contenido
0 0 0 01,49
1 1,81 1 16
2 2 25
3 3 36
4 64,4 4 49
5 25 5
6 36,16 6 64
7 7
8 8 81
9 9,49 9
Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-42
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BinSort

& Observaciones:
< Si los nlmeros i, j estén en el rango 0 a n?-1 se puede pensar que
ellos se pueden expresar en base n como niimeros de dos digitos,
esto es,
<=i=an+byj=cn+d,dondea, b, c,y d estan dentro del
rango O,n-1
<=Sii <j, entonces, a£ ¢
Si a < c, i aparece en una cubeta menor ala de j en la segunda
pasada, asi quei precederdaj en el ordenamiento final.
Si a = ¢, entonces, b <d.
» Enlaprimerapasadai debe preceder aj, i enbyjend.

» En la segunda pasada i y j son colocados en la misma
cubeta, i antes quej

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-43

RadixSort

@& Suponga que se desea ordenar una lista de elementos cuyos
valores llave consisten de k componentes, f;, f,, . . ., f,, cuyos
tipossonty, t,, ..., t,.

< QOrden lexicogréfico

< (a, &, ..., &) es menor que (b, b,, ..., by, si sucede solo una de las
condiciones siguientes:

- a,<b
~a=b ya<b,

= b]_n a,= b2! o Qg = bk-l Y & < bk
<=Asi, paraalginj entreOy k-1, a, = by, ..., & = byy &, <by,,.

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-44
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RadixSort

& Laideaclave detras del método es ordenar todos los elementos
de acuerdo a campo f, (el digito menos significativo ) y luego
concatenar las cubetas.

< Después aplicar el método paraf,, y asi hastaf;.

& Se debe asegurar que al agregar un elemento a una cubeta se
haga siempre a final.

< En general, después de aplicar el método sobre los campos, f,
fi1, - T; [0S elementos apareceran en el orden lexicografico si
sus llaves consistieran tnicamente de los camposf;, ..., f,

Andlisis y Disefio de Algoritmos Sorting-45

RadixSort

voi d Radi xSort ()
/* Ordena la lista A de n elenentos con |l aves que

consi sten de los canpos f1, f2, ..., fk de tipos
t1, to2, . . . , tk, respectivanmente. Wiliza arreglos
Bij, 1 £i £k, para las cubetas de | os valores en e
canpo fj */

(1) for( i =k; k >=1; k--) {

(2) for( cada valor v del tipo tj )

(3) INNCIA(C Bi[v] );

(4) for( cada elementor en la lista A)

(5) Colocar r al final de la cubeta Bj[v], donde v
es el valor para el canpo fij de la llave de r

(6) for( cada valor v del tipo tj, de menor a mayor)

(7) Concatenar Bj[v] al final de A

}
}
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voi d Radi xSort ()

{

(1) for( i =k; i >=1; i--) {

(2) for( cada valor v del tipo tj )

(3) INNCA( Bi[Vv] );

(4) for( cada elemento r en la lista A)

(5) Colocar r al final de la cubeta Bj[v], donde v
es el valor para el canpo fij de la Ilave de r.

(6) for( cada valor v del tipo tj, de nmenor a mayor)

(7) Concatenar Bj[v] al final de A

}

=S s éc el numero de valores diferentes del tipo t;.
< Laslineas (2) y (3) toman un tiempo O( s)
< Laslineas (4) y (5) toman un tiempo O(n)
< Laslineas (6) y (7) toman un tiempo O( § ).

< El tiempo total del RadixSort es

k k k
aos+n P Oki+as) G On+3s)
Andlisis y Disefio dlezilgorilmos i = Sorting-47

Arboles de Decisidn

& Un arbol de decisién para un método de ordenamiento
es un arbol binario en el cual sus nodos representan el
estado del método después de hacer algun niamero de
comparaciones.

<& El estado de un programa de ordenamiento es
esencialmente el conocimiento acerca de los
ordenamientos iniciales que se han obtenido por el
programa hasta ese momento.
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Arboles de Decision

@ abc, acb, bac,

bca, cab, cha

Al2] < A[1]?
dh<a?

® e s

A3 <A[2]?

c<hb?

fAL2] < A[1]?

ic<a?

@[]
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Arboles de Decisidn

& s se ordena unalista de elementos de tamafio n, a;, a,, ..., 8, existen nl =
n(n-1) (n-2) (2) (1) posibles ordenamientos correctos.

@ Lalongitud del camino mas largo de laraiz a una hoja es una cota inferior
en el nimero de pasos € ecutados por €l algoritmo en el peor caso.

@ Yaque un arbol binario con k hojas debe tener un camino de longitud al
menos log k, entonces, un algoritmo de ordenamiento que utiliza silo
comparaciones para ordenar unalista de n elementos debe tomar en €l peor

caso un tiempo W( log n! ). n
n.n n_ang
nN=nxn- ) x..M(2)X1) 3 —*x-X..x-=¢c—-=
(n- D x.X2) 4 N T
n/2 veces

n n_n n
> | )3 —log— =—1 - —
og(nt) 2092 2ogn >
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Arboles de Decision

< El ordenamiento por comparaciones requiere un tiempo VW n logn ) en €
peor caso

@ Ejercicio: Uno puede preguntarse si existe un algoritmo de ordenamiento
gue utilice Unicamente comparaciones y que toma un tiempo W n logn ) en
€l peor caso, pero en € caso promedio toma un tiempo O(n) o algo menor a
O(nlogn).

& ;Existetal algoritmo?
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